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Devoir a rendre le 14/03/2025

Soit (E) I'équation différentielle : (1 —x)°y' = (2 —x)y.
On note I lintervalle |—oco, 1].

9 _
1. Calculer une primitive A de la fonction a définie sur I par : a(x) = ﬁ
—x
14+1-— 1 1
Pour tout x € I, on a a(z) = + - + - Une primitive de a

(1—x)? (1—-z)?2 11—z

1
est donc : A:I—>R,xl—>17—ln(1—m)

2. Intégrer (E) sur I.
Une fonction f est solution de (E) sur I si, et seulement si, :

Veel, f(o)= (fj—f)?f(w)

Comme (FE) est une équation différentielle homogeéne linéaire d’ordre 1, ’ensemble
des solutions de (E) est : S = {I = R, z — Ce@ C e R} soit

S=1{I R, lec /-0 ¢ e R}

1 1
Soit f la fonction définie sur I par f (z) = T etz
-

3. Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P,
tel que :
1

1—2x

f(n)(x):Pn( )ellz, Veel

La démonstration permet d’exprimer P, 1 (X) en fonction de P, (X), P, (X) et
X. Ezxpliciter cette relation.

Pour tout entier n, on pose :

1 1
H(n) : "l existe un polynome P, tel que : Vz € I, o (x) =P, (1 > eT—= "
—x

Initialisation : En posant Py = X, on vérifie H(0).

Hérédité : Supposons H(n) vraie pour un certain n € N. Il existe alors un poly-
1

1
nome P, tel que : Va € I, f(™ (x) = P, (1) eT—=,
—x

Par suite, f est n + 1 fois dérivable et pour tout x € I, on a

1 1 1 1 1 1
(n+1) = / fe= — )| —— 1=
Fm ) <1x>2P”(1z>€1 *P”(lsc) o

On pose P11 = XQP,’L + X?P,, on obtient un polynéme tel que :

1
veel, fO)(z)=Pup (1 >e
— T

Ainsi, pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P, tel que :

Ve el, f(")(x)—Pn< ! )ellw

1—=z

et les polynomes P, et P, sont reliés pas : P, = X?P) + X?P,

. Préciser Py, Py, Py et Ps.

On obtient [Py = X |, | P = X* + X2|, | P, = X° 4 4x* 4 2X7|
et | Py = X7+ 9X° + 18X° 4 6X* |

. En dérivant n fois les deux membres de l’équation (E), prouver que pour tout

entier positif n :

Po (X)=[2n+1) X + X?| P, (X) = n*X*Po_1 (X)
Soit g : x> (1 —z)?eth: w2 — .
Comme f est solution de (E), ona g f =hf.

Ainsi, pour tout entier n, on a :

n

@f)™ =3 (Z) g9 010 — () = 3 ( >h<k>f<nk>_

k=0 k=0

Comme g(k) est nulle pour k < 3 et que h*) est nulle pour k < 2, on en déduit
que

gf D 4 gl f 4 n(n2— l)g//f(n—l) — Bf) 4yl fn-D)

i.e. que, pour tout x € I, on a

1 1
(QI)PH(H)eliInPn_l(l_x)eliI
1 1 1 1
=(1-2)P, — )eT7 —2n(1 —2)P, %
(1—x) n+1(1_x)e n(l —x) n<1_x>e
1 1
+n(n—1)P,_1 ( > e,

1—2x




9.

1
1—=x

Donc, pour tout z € I, on a, en posant u = ,

1
w2

(1+1/u)Py, (u) = nPy_1 (u) = — Pry1 — 2n%Pn (u) + n(n —1)P,_1 (u)

ie. (u? +u)P, (u) —nu?P,_1 (u) = Poy1 — 2nuP, (u) +n(n — Du?P,_q (u).
Le polynéme (X2 + X)P, —nX?P,_1 — P11 +2nXP, —n(n—1)X?P,_; admet

, x € I i.e. RT™). Par suite, on
—x

donc une infinité de racines (I’ensemble des T
a

Py =[2n+1)X + X*| P, —n*X*P,_,

Le but de cette partie est d’établir quelques propriétés des nombres a,, = () (0).

Pour tout entier positif n, exprimer a,y1 en fonction de n, a,, et a,_1.
Pour tout entier n, on a a,, = P, (1) e. Donc le relation précédente donne :

‘am_l =2(n+ ay — nan_1 ‘

Préciser : ag,a1,as et ag .
Pour tout entier n, on a a, = P, (1) e. Donc

’ao =e, a1 = 2e, ay = Te, az = 34e.

P
1
On désigne par (up,) la suite définie pour tout entier naturel p par : u, = Z
i=0
En appliquant une formule de Taylor & la fonction exponentielle, prowver que la
suite (up) converge vers e.

ﬁ'

La fonction exp étant de classe C°°, on a, pour tout p € N, I'inégalité de Taylor-
Lagrange :

P — 0)* exp®) _\p+1
(1-0)*exp®(0)| _ (1-0) 1 e
u, — e| = |exp(0) — max‘ex (p+)’:
fup = el p(0) kZ:O k! ~ (p+1)! (o1 P (p+1)!
Comme lim c = 0, on en déduit par encadrement que | lim u, =e
p—+oo (p + 1)' p——+o0
p !
Soit p et n des entiers naturels quelconques, on pose S, (n) = Z (sz—);)
=0 \¥

(a) Ezprimer Sy (0) et S, (1) a4 laide de u, et u,_1 pour p > 1.

P
On a S,,(O)zzlzup et

s,0=Y
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’Sp (1) :Up+“p*1‘

(b) Prouver que les suites p — S, (0) et p — Sy, (1) convergent et préciser leur
limite en fonction de e.

Les suites (S,(0)),cy et (Sp(1)),ey convergent respectivement vers e et 2e.

10. Prouver que quels que soient les entiers p et n supérieurs ou égauz 6 1 :
Sp(n+1) = (2n+2) S, (n) + 028, (n — 1) = S, (n) — 5, (n)
Soient n et p deux entiers strictement positifs. On a :
S,(n+1)—(2n+2) S, (n) +n2S, (n — 1)

P (n+1+14)! _(2n+2)zp:(n+i)!+n2zp:(n—1+i)!
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S, (n+1) — (20 +2)S, (n) + 725, (n—1) = 5,1 (n) -

Donc

Sp (n)

11. En déduire que pour tout entier naturel n, la suite p — Sy, (n) converge.

Pour tout entier n, on pose : H(n) : "La suite (Sp(n)), o converge "

Initialisation : Les suites (Sp(0)),,cy et (Sp(1)),cy convergent.
Héreédite : Soit n € N* tel que les suites (Sp(n)),cy et (Sp(n —
Pour tout entier p non nul, on a :

1)), en convergent.

Sp(n+1)=(2n+2)5, (n) - nQSp (n—1) + Sp-1(n) — Sp (n)

Par conséquent, la suite (Sy(n + 1)), converge.

On a donc prouvé par une récurrence double que pour tout entier n, la suite
(Sp(n)) ey converge.

1 P A1
12. Prouver que : a, = lim Z (n +QZ) = Hm_nt (n . Z) il
p=too P (Z') p—+oo e n 7!

Pour tout entier n, on pose £, la limite de la suite (S,(n)),cy-



Pour tout entier n, on pose : H(n) : "La suite (S,(n)) o converge vers a,. "

Initialisation : Les suites (5p(0)),,c €t (Sp(0)),cry convergent respectivement vers
ag et ay.

Hérédit.é : Soit n € N tel que les suites (S5,(n)) oy €t (Sp(n — 1)),y convergent
respectivement vers a, et a,_i.

Pour tout entier p non nul, on a :

Sp(n+1) = (2n+2) S, (n) = 1?8, (n — 1) + 81 (n) = Sy (n)
Par conséquent, la suite (S,(n + 1)), oy converge vers

(2n +2)a, — n2an_1 + an — an = (2n+2)a, — na, 1 = Gnt1

p .
n+1i)!
d’aprés la question 6. Ainsi, Vn € N, a, = lim E (n +1) Pour tout (n,i) €

potoo £ (1)

1=0

2\ 1 )

N2, on a <n+z)" = (n+z)2 donc
n il ol (@)

AN |
vneN, a,= lim n‘Z( )
ptoo i~ n 7!




