3. (a) Déterminer les racines de Q. Montrer que ces racines sont réelles.

Lycée Saint-Louis DM 11 Soit x € C. On a
MPSI
Qu(@) =0 & (@ -+ = (@ — i)™
Devoir a rendre le 04/04/2025 Comme i n’est pas racine de @),,, on en déduit que :
z+i\" T +1 ;
Probléme : On(@) =0 <95 - Z) =teFelon]: =i ey
Pour tout entier n, on définit le polynome Q,, € C[X] par e 3kelo,n] : « (1 _ eQikn/(n+1)) —; <62ik7r/(n+1) + 1)

Qn _ l [(X + i)nJrl o (X o Z-)nJrl]
2 Pour k = 0, ’équation x (1 — e2ikr/(nt1)) — 4 (ezik”/(”ﬂ) + 1) n’a pas de
1. Déterminer le degré de Qy. solution et pour k € [1,n], 1 — ¢tkm/(n+1) £ 0 donc :
Les polynomes (X 44)" ™ et (X —4)" ™! sont de degré n + 1 et unitaires donc le
polynoéme @,, est de degré inférieur ou égal a n. Q2ikm/(n41) 4 .
D’aprés la formule du binéme de Newton, le coefficient devant X™ dans le poly- Qnz) =03k e[l,n] : xz= —im = cotan < >
nome (X +)""! étant égal a (n+ 1)i et celui polynome (X +4)" ! étant égal a 1-e n+l
—(n+1)i. Ainsi, le polynome @, est de degré n et de coefficient dominant n + 1.

. cosx - )
2. Pour tout entier naturel v, montrer que La fonction cotan : x — —— est de classe C* sur |0, 7| comme quotient

sin z
de deux fonctions de classe C* sur ]0, 7| dont le dénominateur ne s’annule

- 2r +1
M) Q=Y (1p( T )xr pas.
2p+1 , 1 .
Pour tout z €]0, 7|, on a cotan’(z) = —5— > 0 donc la fonction cotan est
sin” z

p=0

R A km
D’apres la formule du binéme de Newton, on a strictement croissante sur |0, 7[. Ainsi, les réels <cotan <>)
ke[1,n]

n+1
2r+1 2r+1 . - . N
. 2r + 1\ . ] 2r+1 ) ] sont n racines distinctes du polynéme Q.
2iQs, = § : ( . )ZkX2 1=k _ § ( )(—z)kX2 1=k

P Pt k Comme ce polynome est de degré n, on en déduit qu’il n’admet pas d’autres
2;1 - racines. En particulier, | @Q,, est scindé simple dans R. ‘

_ e 1N Ry gk 2k L ) — — .

= Z k ( (-1 )Z (b) En déduire la décomposition de Q,, en facteurs irréductibles dans R[X].
k=0

Comme @, est de coefficient dominant n+ 1, on a :

Or, pour tout entier k pair, on a 1 — (—1)* = 0 et, pour tout entier k impair, on
al—(—1)*=2donc

Qn=(n+1) kf[l <X — cotan <nkj:1)>

. (20 1\ | okt vt (2641
22@27":5 < )27,2+XT+ (2k+1)
P 2k +1

4. Pour tout entier naturel v, montrer que

Q2 = Z @ZE) (—1)kx 22k (2):  Qar=(2r+1) H <X2 — cotan® < ke >)

k=0 paiiet 2r+1

donc




On a
2r k’IT
Qar = (2r+1) H< cotan<2r+1>)
k=1
- km km
(2r+1) H (X—cotan<2r+l>) ( —cotan<2r+1>)
k=1 k=r+1
. ™ . 2r+1—-k)r
(2r+1) kl;[l <Xcotan<2r+1>) 1:[< — cotan <2r+1>)

Or, pour tout z €]0, 7|, on a cotan(m — z) = —cotan(z) donc :

. km . km
s =(2r+1 X — cot X + cot
Qar = (2r+1) 1( coan<2r+1)>k1:[1< —|—coan<2r+1)>

k
(X — cotan ( ko )) (X + cotan (km>>
Pt 2r+1 2r+1

km
2 2
Qar = (2r+1) |:| (X cotan <2r n 1))

. En utilisant (1) et (2), établir ’égalité :

=(2r+1)

-

soit

k=1
D’aprés les égalités (1) et (2), les polynomes R = (2r +
. km ~ (2r+1
2 _ k —k L.
1) ]];[1 (X — cotan (M)) et S = I;) <2k i 1) (—1) X vérifie

R(X?) = S(X?). Le polynome R — S s’annule donc sur R, ensemble infini,
donc R = S. Ainsi :

(2r+1) ﬁ <X — cotan® (2Tkj: 1)) — kz;o @; i i) (—1)FxT*

k=1

En particulier, Pégalité des coefficients devant X" ! donne :

@) ;cotanz <2rki 1) _ (2r3+ 1) (1= (2r + 1)267"(2r —1)

donc

6. En déduire que

kz;:l . 2<1k7r ) :2r(r3+1)

Sin
2r+1
2 .2
cos” T 1 —sin“zx 1
Pour tout = €]0, [, on a cotan®(z) = — = ——>5 = —5— — 1 donc:
sin” sin® z sin”

T - 1 " 1
Z‘man <2+1> 2 .2( kw)_l =2 2( lm)_r
k=1 \ sin” [ ——— =
2r+1

Ainsi

zr: 1 ~2r(r+1)
k=1 sin? i - 3
2r +1

7. (a) Pour tout x € }O, g [, établir les inégalités :

1 1
cotan’s < — < —5—-
z? " sinz

Soit f : x + sinz — x. La fonction f est dérivable sur [0,7/2] de dérivée
x — cosz — 1 strictement négative sur |0,7/2]. Comme f(0) = 0, on en
déduit que : Vx € ]0, g [, 0 < sinz < 2 donc 0 < sin? z < 22 puis

1

< .
z2 sin?

Soit g : x + tanz — z. La fonction g est dérivable sur [0, 7 /2] de dérivée

x — 1 strictement positive sur |0, 7/2[. Comme ¢(0) = 0, on en

cos?x
T
déduit que : Vzx € ]0, 3 [, 0 <z < tanz donc 0 < 2% < tan? 2 puis

1 < 1
tan®  x
Ainsi, on a :
s 1 1
Vr € }O,f{, cotan’r < — < —
2 x?  sin’zx

(b) En déduire un encadrement de

" 1
; km




km

Soit r € N*. Pour tout k € [1,r], ——
oit r our tou [1,7] 11

précédente, on a :

" km 1 " 1
E cotan? () < E 5 < E
=1 2r+1 k=1 ( km > k=1 sin? < b )

€ ]O, g [ donc, d’apreés la question

2 4+ 1 2r+1
Donc
7"(27"—].)§Z 1 . 2(7""’1)
3 Pt I 3
2r+1
(¢) En déduire que la suite <Z ]€2> converge et calculer sa limite.
k=1 neN*

D’aprés la question précédente, on a

3 2r + 1 - 2r + 1)

2r — 1)m? 2 1 2

Or, r(2r = L T(T +1)r? — " Le théoréme d’encadre-

roteo 3(2r +1)2 rotee 3(2r +1)2 6

1
ment implique donc que la suite < 2) converge et que

neN*

"1 w2
li —_ = —

Exercice 1 : Critére de Cauchy
Soit u une suite réelle strictement positive & partir d’'un certain rang telle que

lim Yu, =¢.

n—-+oo

1. Supposons que £ < 1.

Comme > /, il existe un entier ng tel que :
1 + l
Vn>mng, fup < ——
donc :

Comme

L+0\"
€ [0, 1], la série géométrique Z (;) converge.
Le théorémes de comparaison des séries & termes positifs implique la convergence
de la série Z Usy -
2. Supposons que ¢ > 1.

Comme < /4, il existe un entier ng tel que :
1+¢
n > ng, Yu, > 74—
donc :
14+6\"
vn > mno, up > (+>
2
14 1+0\"
Comme > 1, la série géométrique Z (;) diverge.

Le théorémes de comparaison des séries a termes positifs implique la divergence
de la série E Upy -
3. Considérons un réel a et la série de terme général u,, = —-
n
1 . . .
On a alors /u, = e»“™" qui tend vers 1 par croissances comparées.
Ainsi,
— pour aa=1,ona lim u,=1c¢€t E u, diverge;

n—-+oo

— pour a=2,ona lim Yu,=1c¢€t Zun converge.

n——+oo
On suppose que ¢ = 1. Montrer que 'on ne peut rien en conclure en donnant tel
exemple ou la série g u, converge et un exemple ou la série E u, diverge.

Exercice 2
Grace au théoréme de Taylor-Young (la fonction arccos étant de classe C* sur | —1,1[),
on obtient :

- T _ 2
arccosz = 5 x + o(x?)
donc,
nfm 1 = 1
w0 (55 o)
(=) (=" 1
T + n? tolz
1 n+1 1
oy
n n
Or,



71 n+1
(7 est une série alternée convergente (car ...);
n

—1) ! . . .
— E (un — L est une série convergente grace au critére de Riemann.
n

Ainsi, la série étudiée est convergente comme somme de deux séries convergentes.

Exercice 3
La fonction ¢ — n est décroissante sur R™ donc
MHlae 1 kode
VkGN\{Ovl}a / *S*S/ -
kot kT e t
Pour tout entier n > 2, la relation de Chasles donne
e 1 mdt
ln(n+1)—ln2:/ — < 75/ = —lan

Ainsi, pour tout entier n > 2,

ln(n+1)—ln2+1§ 1 Zlgl 1
Inn Inn k Inn
k=1
D d t, i L 1 1i 1 1
onc, par encadremen im — —=1i.e. —~Inn
P ’ n——+oo 1DTL 1 k 1 k

De plus, pour tout entier n > 2,

k=1
k
La série de terme général i / 7 est une série a termes négatifs dont les sommes
k-1
partielles sont minorées par — In 2. Cette série est donc convergente. Par conséquent,
n
la suite E 7 Inn converge. Si on note ~y sa limite alors
k=1 neN

—~ 1
Z%:lnn—i—'y—l—o(l)
k=1

n
- . . . . 1
Plus efficace, on utilise le lien suite-série : la suite u = < z Inn converge
. . s, . 2 2 k:1 7}/6N*
si, et seulement si, la série de terme général u, 41 — u, converge.

On conclut, en montrant & I’aide d’un DL, que u, 1 — u, = O(1/n?).




