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Autour de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

xT
I Calcul de Pintégrale [ = lim e dt
T—r—+00 0

I Calcul de lVintégrale I = lim e dt

r—r+00 0
L o=+t
On considére pour cela la fonction f : R - R, z — / Wdt
0
1. Calculez f(0).
Onalf(0)="
4
: T _ox Tz
2. Soit x > 0. Montrer que Ze < f(z) < Ze .
) e~ 2z 67(1+t2)m e~ %
Pour tout ¢ € [0,1], z < (14 ¢*)z < 2z puis < < donc

1+2~ 14+t2 —1+1¢2
e 27 f(0) < f(z) < e " f(0) ie.

e < flz) < %e”

3. En déduire la limite de f en +o0.

Comme lim e 2* = lim e % =0, le théoréme d’encadrement implique que

xr——+00 T —r+00
A I7) =0
4. Prouwver que lim f(x) = +o0.
T——00
67(1+t2)a: e~ %
Soit 2 < 0. Pour tout ¢t € [0,1], (1 + t*)z < 2 puis > donc

L+22 — 14122
f(x) > e™*f(0). Comme lim e~ * = 400, le théoréme d’encadrement donne :
T—r—00

lim f(x)=+o0.

T—r—00

1
5. Soit u € R. Montrer que 0 <e" —1—u < 56“u2.

Soit ¢ : u+ e* —1 —u. La fonction ¢ est dérivable sur R de dérivée ¢’ : u
e" — 1. Donc ¢ est décroissante sur R~ et croissante sur RT. Comme ¢(0) = 0,
on en déduit que ¢ est positive sur R™.

1
Soit ¢ : u > e* —1—u— §u26“. La fonction ¢ est deux fois dérivable

sur R de dérivée seconde ¢” : u — e“(—u?/2 — 2u). Donc v est décroissante
sur R, Comme ¢’(0) = 0, on en déduit que 1 est décroissante sur R*. Comme
1(0) =0, on en déduit que v est négative sur R. Par conséquent

1
Yu e RT, Oge“—l—ugge”uz.

2

1
Soit g : ur— e —1—u— "k e~ “. La fonction g est deux fois dérivable sur R

de dérivée seconde ¢” : u > e~ “(e** —243u—wu?/2). Donc g” est négative sur
R~ (e* —2 < —1 et 3u —u?/2 < 0) donc ¢’ est décroissante sur R™. Comme
g'(0) = 0, on en déduit que g est croissante sur R™. Comme ¢(0) = 0, on en
déduit que g est négative sur R™. Par conséquent

1
YueR™, 0§6“71—u§567“u2.

Remarque : cette inégalité est beaucoup plus facile & obtenir avec la formule
de Taylor Lagrange.

6. Soit v € R et h € [—1,1]. En déduire que

! 2 2h?
‘f(:c +h)— f(x)+ h/ e~ (1F1 )xdt’ < 762“_”'
0

On a
f(ac+h)—f(ac)+h/1 e 1e g — /1 [e—ulf)::m - 6_1(1:;)36 + he—<1+t2)x] dt
0 0
Or, pour tout t € [0,1],
6(11+t2)::+h) - el(ltzﬁ — he~ ()| - 61<1+:;>w ‘67(1%2)}1 -14( +t2)h‘
+ + +
< 6_1(1:22)1 %e(1+t2)h ((1+ t2)h)2

Comme (14 t*)(h —2) < (1+t*)(1 —2) < (1 +t*)|1 — 2| < 2|1 — x|, on en
déduit que

e~ (1483 (@+h)  —(1+t%)z

1+2 142

+ h67(1+t2):r

l\J‘D[\'D

< (1 +t2)62‘17x‘




D’ou :
! (14t2) h? 2|1—z| ! 2
’f(x+h)—f(x)+h/ e ”dt‘ng _”/(1+t)dt
0 0

soit

! > 2h2
‘f(erh) — flz) + h/ e+t )Idt‘ < 762‘1*@"
0

. En déduvire que f est dérivable sur R et donner 'expression de f' sous forme
d’intégrale.
Soit z € R et h € R*, on a

flz+ h}i — f(z) Jr/1 e(1+t2)xdt‘ < %ezufﬂ
-3
0

donc

h—0

0

i.e.

h—0 h

lim fl@+h) = f(z) _ /1 e~ (%) gy
0

Par conséquent, f est dérivable en z et

1
fla) == [ et
0

© 2
. Prouwver que la fonction g : R = R, x — f(z?) + </ etht) est dérivable
0

sur R et déterminer sa dérivée.

2

Les fonctions f et x — 2 sont dérivables sur R donc la fonction x s f(2?%)

aussi.

. xT
La fonction t — e*tz est continue sur R donc la fonction = / e*t2 dt est
0

dérivable sur R d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse.
De plus, pour tout z € R, on a :

T 1 T
g (x) = 22 f (z2) + 2 / e dt = —Qx/ e~ () 4 4 9e— / e dt
0 0 0

1 1
/ e~ (H2* gt — o= / e~ () gt
0 0

Or

10.

Si z = 0 alors ¢'(0) = 0. Si @ # 0 alors on effectue le changement de variable

u
u = tz ce qui est possible car u — — est de classe C! et on obtient :
x
1 )2 1 [* 2
/ e~ ()" Q¢ = f/ e " du.
0 T Jo

1 x T
g (z) = 2z = / e du+2e" / e dt =0
T Jo 0

Par suite :

La fonction g est donc de dérivée nulle sur l'intervalle R ce qui prouve que g
Vs
est constante & sa valeur en 0 : 1

En déduire l'existence et la valeur de I.
T
Comme g et f admettent des limites en +o0o égales respectivement & 1 et 0,

z 2
la fonction z </ etht) aussi et
0

z 2
. —¢2 _ E
IEIEOO </0 e dt) =71

x
Pour tout = > 0, on a / et dt > 0 donc
0

€T
e_’52 dt = VT

I= 1 -~
w0 o 2
N t2/2 0 t2
En déduire la valeur de lim e /2t et lim e " dt.

z—=+o0 Jq r—+oco [

x

Soit € R. La fonction u — v2u est de classe C! sur R donc

x R a:/\/§ )
/ et /2a¢ :/ e " V2du
0 0

Ainsi,
z 2 z 2
lim e /24t = 2 lim e " du = V2I
r——+00 0 x—+00 0
Comme la fonction t — e~ ¢/2 est paire, on en déduit que
T 0
T
lim e_t2/2dt = lim e_tzdt =4/=
z—+o00 0 Tr——+00 —z 2




Py 1 x
II Etude de la fonction F' : R - R, z — lim —/ e 24t
A—+oo /21 J_

1. Mont ! tion F : R - R, x — i e /At est bi
ontrer que la fonction g lm m/ est bien
définie sur R.

Soit (z, A) € R, la relation de Chasles donne

x 0 T
/ e t/2dt = / ’t2/2dt+/ et /2dt
—A —A
Ainsi, F(z) est bien définie et F(z T <\/> / —t /Zdt>
T

et /24t

1 1

2. Calculer F(0).

Ona|F(0)=<

3. Montrer que F réalise une bijection de R dans]0,1[. On notera G sa réciproque.

—2*/2 5 .

1
La fonction F est dérivable sur R et pour tout réel z, F'(z) = ¢
0
La fonction F' est donc strictement croissante et réalise, d’aprés le théoréme

de la bijection continue, une bijection de R dans }lim F, EmF [
— 00 o0

1 O L. 1 1 [r

1
1. F=-—— 1. —t /2 = - — — — =
OrlimF=g == m | e Pdi=g =y g =0ct
A B T /2
r=5+ v Jm [ , ¢ = r\f

Donc F réalise une bijection de R dans ]0, 1].

4. Soit © € R. Exprimer F(—z) en fonction de F(z).
Par définition

1 1 T e 1 1 T 1 1 T e
F(—z)= f—l——/ e U/t = f—i——/ e /2t = f——/ et /2dt
(=2) 2 Vo Jo 2 Vo Jo 2 2 Jo

. p— 2 .
car la fonction ¢ — et /2 est paire. Donc

|F(-2)=1- F(x)]

. Soit y €]0,1[. Ezprimer G(1 —y) en fonction de G(y).

On a
Gl-y)=G(1-F(Gy)) =G (F(-G(y))) =-G(y)

. Tracer le graphe de F et G.

. Soit x < 0. Montrer que Vu €] — oo, z], on a (1 — x) B(u) < e /2 < b/ (u)

1
oth :R™* >R, 2z~ e w2,
x

La fonction Soit u €] — 0o, x|, on a

1
h/(u) _ <UI2 + 1) €7u2/2 2 6711,2/2

1 1
Commeu < z < 0, 22 < 42 donc 1——2 <l-—X<
T

on a donc

(1 - 1) B(u) < e /2 < B/(u)

x2

. En déduire que, pour tout x < 0, on a

1 6—12/2 e—w2/2
—|1- < F(x) < —
( ) T2 (z) \/27r

D’aprés la question précédente, pour tout z < 0et A > —z, on a :

(1 - 1) (h(x) — h(~A)) < / " < (h(a) — h(-4)

x2 —A

Par croissance comparées, lim h(—A) =0 donc :
A—+oo

1 P
(1 - 2) h(z) < lim e/ 2dy < h(x)
X A——+oo _A

i.e.

) 1 e~ /2 . e~ /2
— —— | —< r) < —
( 172) xV2m (=) < xV/2m

. En déduire un équivalent de F' en —oo puis de 1 — F en +oo.

Soit x < 0, on a



—xV?2
Le théoréme d’encadrement donne lim F(x) IVET

Jlm Py 1i.e.
—z2/2
e
F(x) ~ —
( )—00 V2T
Comme, pour tout z, F'(—z) =1— F(x), on a:
1 F(x) e /7
_F(z) ~
+oo /27

10. Trouver un équivalent de In F en —oco.

67:1:2/2
Comme F(z) = ———— (1 + 9 (1)),

TV 2m
InF(z) =1n (6712/2) —1In (x\/ﬂ) +In (1 + +%0(1))

Comme In (x\/27r) +1In (1 + K (1)) =0 (x?), on a donc

In F(x) ~ —%

11. Donnez un équivalent de G en 0 et en 1.

. G(z)? 2
Comme l%nG = —o0, on a In F(G(x)) ~ —  le. G(z) ¥ —2Inz.
Comme G est négative au voisinage de —oo, on a donc :

G(z) ~—v—-2Inz
0

Comme, pour tout x, G(1 —xz) = —F(z), on a :

G(x) v vV—2In(1l —x)




