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Probléme 1 :

On considére une urne contenant N boules blanches et Ny boules noires indiscernables
au toucher.

On pose N = Ny + Ns.

On répéte l'expérience suivante : on tire au hasard une boule dans l'urne et ’on
replace dedans deux boules de la couleur obtenue.

A Vissue de la premiére expérience, I'urne contient donc N + 1 boules et ’on note X,
la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans 'urne. A
Iissue de la deuxiéme expérience, I’urne contient donc N + 2 boules et ’on note Xo
la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans l'urne.

Plus généralement, pour tout entier naturel k£ non nul, on note X, la variable aléa-
toire égale au nombre de boules blanches présentes dans I’urne & ’issue de la k-iéme
expérience.

Pour tout £ non nul, on note Bj l’événement "la boule tirée lors de la k-iéme
expérience est blanche".

I. Etude d’un cas particulier :
On suppose ici que N1 = Ny =1
1. Déterminer la loi de X;.
On a X;1() = {1,2} et P(X; = 1) = P(X; = 2) = 1/2 donc X; suit une loi
uniforme sur {1, 2}.
2. Déterminer la loi de Xs.
On a X5(Q) = {1,2,3} puis

- S — 1 2 1
P(XQ = 1) = P(B1 ﬂBg) = P(Bl)P(BQ|Bl) = 5 X g = g,
1 2 1
P(X2:3):P(BlﬂBg):P(Bl)P(B2|Bl):5 X §:§
2 1 . R
et P(Xo=2)=1- 3=3 donc X suit une loi uniforme sur {1,2,3}.

3. Soit n € N*. Prouver que X,, suit une loi uniforme sur [1,n + 1].

On pourra faire une récurrence et utiliser le systeme complet (Xn = k))|cpcpnit
pour déterminer la loi de X,,41.

Montrons le résultat par récurrence. L'initialisation a déja été faite.
Soit n € N* tel que X, suive une loi uniforme sur [1,n + 1].

Ona X, 1(Q)=[1,n+2].

Soit k € [1,n+ 2], on a

P(Xpi1=k)=P(Xpn=k N Byy1) + P(Xn=k—10N Byy1)
Or,
P (Xn =knN Bnﬂ) =P(X,=k)P (Bn+1|Xn = k)
_ n+1P(Bn+1|Xn:k) sike[l,n+1]
0 sinon
1 n+2—-k%
——si k 1 1
sttt
0 sinon
et

P(X,=k—10N Byy1) =P(X, —k—l)P(BnH\Xn:k)

PBpy1|Xn=k—1) sik—1¢€[l,n+1]

nJrl
0 sinon
n—ll—lk—i—; sik—1e[l,n+1]
0 sinon

Ainsi, si k € [2,n + 1], alors

1 n+2—k 1 k-1 1
n+1l n+2 n+ln+2 n+2

P(Xpi1=k) =

etsik=1ouk =n+2, alors P(X,,11 = k) =

uniforme sur [1,n + 2].

1
ot donc X, 41 suit une loi

4. Soit n € N*. Déterminer la probabilité de B, 1.

On pourra utiliser la question précédente et la formule des probabilités totales

n+1 n+1
ko1
On a P(Bps1) = Y P(BuuilX, = k)P(X, = k) = Zn+2n+1 donc
k=1 k=1
1 n+1)(n+2) 1

P(Bni1) = (n+1)(n+2) 2 T2




X, —1

n

5. Pour tout entier n non nul, on considére la variable aléatoire Y, =

(a) Soit n € N*. Donner la loi de Y,.
Y,, suit une loi uniforme sur {k/n, k € [0,n]}
(b) Soit x € [0, 1].

Prouver que, pour tout entier n, on a P (Y, <z)= [nx + 1], ou lon

n+1
note |.| la partie entiére.

P(Y,<z)=P(X,<1l+nzx)= %Card(Nﬁ 1,1+ nzx]).
n

Or, Card(NN[1,1+nz]) = Card(NN[1, |[nx+1]]) = |nz + 1] d’ou le
résultat.
(c) Pour tout réel x, déterminer lim P (Y, <z).
n—-+o00

Soit z € [0, 1]. Comme nz—1 < |nz| < nz, on a le résultat par encadrement.
Si 2 <0 on a pour tout n P (Y, <z) =0 donc ha[_l FP(Y,<z)=0c¢et
n—-+0oo

de méme si x > 1, alors hIJIrl FP(Y,<z)=1
n—r+00

ITI. Retour au cas général :
1. Déterminer la probabilité des événements By et Bs.
Le tirage ayant lieu "au hasard", il y a équiprobabilité donc P(B;) = %
En utilisant la formule des probabilités totales, on a
Ni+1N n N1 Ny
N+1 N N+1N

P(B;) = P(By|B1)P(B1) + P(Bz|B1)P(B1) =

done MM+ N +1) N
_ i+ Nt 1) Ny
P(B2) = N(N+1) N
2. Soit n € N\ {0,1} .
Ni+n—1
(a) Montrer que Z EP(X,1=k)=(N+n-1)P(B,).
k=N1

En utilisant la formule des probabilités totales pour le systéme complet
(Xn—1=k)N,<k<Ny+n—1, 00 &

Ni+n—1
P(By)= Y  P(By|Xn_1=kP(X,_1=k)
k}:Nl

donc

(b) Soit k € [Ny, Ny +n —1].
Déterminez la probabil@ de By11 sachant B, N (X,_1 = k) puis la proba-
bilité de B, 11 sachant B, N (X,—1 =k)

k+1 —

(0] P(B,i1|B,.N"X,,_1 =kK’) = t P(B,11|B,N"X,,_1 =k’) =
na P(Bpi1|By —1 ) N © (Bpt1] 1 )
k

N+n

(¢) En déduire que P(B,t1) = P(B,).
En utilisant la formule des probabilités totales, on a

Ni+n—1

P(Bui1)= Y, P(Bni1|BuN"X, 1 =k)P(B,N" X, 1 =k")
k:Nl
Ni+n—1
+ Y PBun|BaN"Xp 1 =k)P(ByN "X, 1 = k")
k=N
donc N .
1+n—
k+1
P(B P(B,N"X,_1 =k
(n+1) N—i—n(nﬁ n—1 k)
k=N,
Ni+n—1 k
+ P(B,N"X, 1=k
2%7N+n( 1 )

d’ol1 en regroupant les termes

Ni+n—1 k’ Ni+n—1 1
P(Bn+1) = Z N + nP(Xn—l = k)+ Z mP(Bnﬂ”Xn_l = k”)
k=N k=N

D’aprés la question 2.a, on en déduit

N+n-1 1
—P(B
N +n (Bn) +

P(Bpi1) =

puis P(By+1) = P(By)-
3. Soit n € N*. Déduire de la question précédente la probabilité de B,, et ’espérance
de X,,.

N N-
Pour tout n, on a P(B,) = Wl On adonc E(X,,—1) = (N +n—1) x Wl donc

B(X,) = (N +n)3t



Probléme 2 :

On se propose d’étudier le modéle de diffusion d’Ehrenfest.

On considére deux urnes U; et U, contenant & elles deux N boules avec N € N*.

A chaque étape, on choisit de facon équiprobable un entier entre 1 et N. Si ce nombre
est inférieur ou égal au nombre de boules contenues dans 'urne Uy, alors on met une
boule de 'urne Uy dans 'urne Us ; sinon, on met une boule de 'urne Us dans 'urne

U;.

Pour tout n € N, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans 'urne U; al’étape n. La variable aléatoire X est donc égale au nombre de boules
initialement présentes dans I’urne Uy, la variable aléatoire X; est égale au nombre de
boules présentes dans I'urne U; aprés un échange, ...

Par exemple, si 'urne U; contient initialement 3 boules et 'urne Us en contient 2,

alors N =5et Xg =3.

On choisit alors un entier de fagon équiprobable entre 1 et 5. S’il est égal a 2, alors
on met une boule de 'urne U; dans 'urne Us et 'on a X; = 2. On choisit alors de
nouveau un entier de fagon équiprobable entre 1 et 5. S’il est égal & 3, alors on met
une boule de 'urne Uy dans 'urne U; et ’on a X5 = 3. On choisit alors de nouveau
un entier de facon équiprobable entre 1 et 5. A ’issue de I’échange, on aura X5 = 2
avec une probabilité de 3/5 et X3 = 4 avec une probabilité de 2/5 .

P(X, =0)

P(X,=1)
Pour tout n € N, on note Y,, = .

P(X,=N)

Vk € [0,N], Yni=P(X,

I. Matrice de transition

1. On suppose que N = 2.

(a) Prouver que, pour tout n € N, on a :

0 1/2 0
1 0 1
0 1/2 0

Soit n € N. Pour tout k& € [0,2], on a

P(Xp1 =k) = P(Xn11 =k|X, =i)P(X,

. On a donc :

A5Y, avec Ag

P(Xp41 = 11X, = 2)P(]

ce qui se réécrit matriciellement Y, 11 = 1 0 1 1Y,

Une récurrence n’est pas nécessaire

La matrice Ay est-elle semblable a une matrice diagonale ?

On cherche une base de M3 1(R), (e1, ez, e3) tel qu’il existe Ay, A2, A3) € R3
tel que pour i € [1, 3], Ae; = Aje;.

On s’intéresse donc aux réels A tel que ker(A — Al3) ne soit pas réduit & {0}.
Soit A € R. On a

A2 0N 0 1/2—-X% )\
rg(As—Al3) =rg 1 -2 1 velatabe 1 - 1
0 1/2 -\ 0 1/2 -
donc
1/2 — A2 1— )2
rg(As—A3) = 14+rg ( /1/2/\ j}\ > Lielatls 14rg ( 1/2 —O)\ >

Ainsi, les vecteurs a chercher appartiennent ker(As — Al3) avec A €
{-1,0,1}.

Prenons ey, ey, e3 des vecteurs non nuls tel que Aseq = —eq, Ases = 0 et
Ases = e3. Montrons que (eq, e, e3) est libre.

Soit (a, b, ¢) € R3 tel que aey +bes+ces = 0. On a alors As(ae; +bey+cez) =
0 = —aey + ceg puis (A2 + I3)(—ae; + ces) = 3ces.

Comme ez # 0, ¢ est nul puis, comme e; # 0, a est nul et enfin, comme
ez # 0, b est nul.

La famille (e1, e2, e3) est donc libre et de cardinal 3, c’est donc une base de
Ms 1 (R). La matrice de ’endomorphisme canoniquement associé & Ay dans
la base (e1, ez, e3) est alors diagonale donc A est semblable & une matrice
diagonale.

Dans toute la suite N € N* est fixé.

2. On considére la matrice de Mpy41(R) :

0 1/N 0 0
1 0 2/N :
0 (N-1)/N
a- | - :
(N-1)/N 0
2/N 0 1

0 1/N

o



Prouver que : Yn € N, Y, 11 = AY,,.
Une récurrence n’est pas nécessaire
Soit n € N. Pour tout k € [0, N], on a

N
P(Xpi1=k) =Y P(Xnp1 = kX, =i)P(X, =)
=0
Sike[l,N—1], alors
P(Xpi1=k) =PXpp1 =k|X,=k-1)P(X, =k+1)
+P(Xpy1 =k X, =k+1)P(X,=k+1)

N—k+1 k+1
T T X, = k-1 + o p(X, = k+1
N ( )+ +1)

De plus,
P(Xp1=0)=P(X,41 =0X,=1)P(X,=1)= NP(X" =1)
et
P(Xp,y1=N)=PX,11=N|X,=N-1)P(X,=N-1) = %P(Xn =N-1)

Ainsi, Y41 = AY,,.

. On note 'A la matrice transposée de A. Déterminer lorsque N =2 et N =3, le
noyau de 'A — In,1.

x y =z
Ona | y | €Ei("Ay)ssi z+2 =2y ssiz=y=-z
z Yy =z
1
Ainsi, E1("A) = Vect | 1
1
x Yy =z
Y ¢ ) e +22 =3y .
On a z € E1(*A;3) ssi Syt —3 ssiz=y=z=t.
t z =t
1
Ainsi, F;("A3) = Vect 1
1

4. Prouver que, dans le cas général, le noyau de ‘A — I, n'est pas réduit a {0}.
1

Posons X = [ : |,ona "AX = X.

1
Comme X # 0, le noyau de *A — Iy n’est pas réduit a {0}.

5. En déduire que le noyau de A — Iny1 n'est pas réduit a {0}.
Comme il existe X non nul tel que (tA — IN+1) X =0, la matrice ‘A — Iy =
*(A — In11) est non inversible.

Comme elle est de méme rang que A — In41, il existe un vecteur Y non nul tel
que (A —In41)Y = 0. Donc le noyau de A — Iy11 n’est pas réduit a {0}.

II. Détermination de 1’espérance de la variable aléatoire X,

Dans la suite, n € N est fixé.

1. Quelles sont les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X1 — X, ¢
A chaque étape, le nombre de boules dans 'urne U; ne peut qu’augmenter ou
diminuer de 1 donc (X,+1 — X,,) (Q) = {1,1}.
2

2. En déduire que E (X,,11 — X,,) =1— NE (Xn).

On pourra utiliser le systéme complet ("X, = k”)ocp<n
On a B (Xns1 — Xn) = P (Xps1 — Xp = 1) = P (Xp11 — X, = —1).

k=0
N
=Y P(Xpp1 =k+1X, =k) P (X, =k)
k:;o
N —k
k=0

et
N
P(Xpi1—Xp=-1) =Y P(Xpy1—Xp=-1X, =k)P(X, =k)

= k)

[
[]=
~
>
3
£
I
-
|
>
3
I
=
~
s



donc
N N
k N—k
E(Xpp1=Xn) == SP(Xa=k)+) ——P(X,=k)
k=0 k=0
N
N —2k
=> ~ P (Xa=k)
k=0
N 2 N
:’;P(Xn:k)—NkzokP(Xn:k)zl—2E(Xn)

3. En déduire ’expression de E(X,) en fonction de n et de E(Xy).

N -2
Par linéarité de lespérance, on a FE(X,11) = 1+ N (Xpn). La

suite (E(Xy)),cy est donc une suite arithmético-géométrique. La suite

N N -2
E(X,) - — est géométrique de raison .
2 neN
N N —2\" N
Ainsi, pour tout n € N, on a E(X,,) = 5 + (N) (E(XO) — 2)

4. On suppose N > 2. Déterminer la limite de E(X,,) lorsque n tend vers +oo et
en donner une interprétation.

n—-+oo N n——+oo 2 ’
Donc, la valeur moyenne du nombre de boules dans 'urne U; tend vers N/2
cad la moitié des boules initialement présentes dans 'urne U; et ce résultat ne
dépend pas de la composition initiale de 'urne.

N -2 N —2\"
Comme N €[0,1[,on a lim () =0 puis lim

III. Etude de la probabilité stationnaire

On s’intéresse dans cette question au noyau de A — Iy4+1 que 'on notera Ej.

T
N
1. Soit X = € Ey. Prouver que pour tout k € [0, N], zx = <k>xo.
TN
N
Pour tout k € [0, N], on pose H(k) ="y, = p xo”.

N 1
Comme (0>:170 = x0, H(0) est vérifice. On a AX = X et en particulier, No =

N
zo donc 1 = Nzg = ( 1 )xo donc H (1) est également vérifiée.
Soit k € [1, N — 1] tel que H(k) et H(k — 1) soient vraies.

. Prouver qu’il existe un unique vecteur m =

N—-k+1 k+1 i
Tk—1 + —7—Tk+1 = Tf PUIS

OnaAX = X et ticulier, ~— -
na et en particulier N N

N N
(k+1)xk+l N$k(Nk+1)$k_1N(k)mg(Nk+1)(k )IEQ

-1
v N = N-k+1
TR SR kDN —kr1)) "
N(N—k+1)— (N —k+1)k Nk
= N! - Nl "
N RN —k+1)! o = NN =™
N
N
KN —k—1)"°
N!

donc zgy1 = xo donc H(k + 1) est vraie.

GT DN — k=)

. En déduire la dimension de E;.

Lo

N
En notant X = € F; avec, pour tout k € [0, N], z = (k>xo, on a

TN
prouvé que F; = VectX.

Comme X est non nul, F/; est de dimension 1.

N /N
. Cualculez la somme S = Z (k)

k=0

N
D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a S = Z (JZ) 1FIN=F = oN,
k=0
o N
€ FE, tel que Zﬂ'k =1.
™ k=0
On donnera son expression.

Si un tel vecteur existe, alors il est colinéaire au vecteur X donc de la forme A\ X
N

puis Zﬂ'k = \S =1etenfin \=2"7V.
k=0
Réciproquement, le vecteur 2~V X convient.

. On considére la variable aléatoire X, telle que :

X(Q)=[0,N] et Vke[0,N], P(Xoo = k) = m.

Quelle est la loi suivie par X... Donner son espérance et sa variance.
X oo suit une loi binomiale de paramétres N, 1/2. Donc son espérance est N/2 et
sa variance N/4.



6. On suppose que Xg suit la méme loi que X .
Déterminer la loi de X,, pour tout entier n et donner une interprétation.

Par récurrence, comme Yy = 7, on a Y,, = 7 pour tout n.
La loi binomiale de paramétres N, 1/2 est donc une loi stationnaire.




