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Exercice 1 :

1. La fonction In, est dérivable sur R™* car la fonction In I'est et que In(a) # 0.

1 1
Pour tout z € R**, on a In/,(z) = —-
In(a)

Ainsi, si @ > 1 alors In, est de dérivée positive sur 'intervalle R™ donc crois-
sante et si a < 1 alors In, est de dérivée négative sur l'intervalle R™ donc
décroissante.

2. Soit (z,y) € (R**)Q etn €N, ona

_ In(zy)  In(x) +In(y)
o (zy) = In(a) In(a)
In(1/z) —In(x)

= = = —lIn,(z)

In(a) In(a)

= Ing(z) + In,(y)

3. Si a > 1 alors la fonction In, est de dérivée strictement positive sur 'intervalle
R** donc établit une bijection de R™ dans In, (R**). Comme In(a) > 0 et

comine
lim In=-00 et lim In=+oo,
T——00 T—r+00
on a
lim In, = —oco et lim In, = 400,
T——0Q r— 400

donc In, établit une bijection de R™ dans R

Si a < 1 alors la fonction In, est de dérivée strictement négative sur 'intervalle
R** donc établit une bijection de R** dans In, (R**). Comme In(a) < 0, on a

lim In, = —o0,

lim In, =400 et
Tr—r—+00

T—r—00

donc In, établit une bijection de R™* dans R

4. Par définition, exp, établit une bijection de R dans R™* Soit (z,y) € R x R™*,
on a

y=exp,(z) & Ing(y) =z &

Ainsi, on a

’expa R =R, 2 a”

Exercice 2 :
1. Soit (x,y) € R? et () = ch(x)sh(y) + sh(z)ch(y). On a
(e (@) | (e ()

(%) =
4 4
ea:+y + efery — Ty + e T7Y + eery _ ewary + eTTY _ e TY

4
=|sh(z +y)
2. Soit (x,y) € R% On a
n n (ekx+y _ efk:cfy) ey n . Y n e
R ) Y S 3!
k=0 k=0 k=0 k=0
n 1— (n+1)z
Six #0,alors e” #1et e”* # 1 donc Ze’” -
k=0 1—e
n . 1— e—(n-i—l)z

Ze‘ = B Py puis
k=0 - ¢

n evl— e(nJrl)a: e Y 1— e*(nJrl)z

h(k = — - —
D shke +y) = 5 —— 2 l1-e*
k=0
ey e(n+1)x/2 (e—(n+1)x/2 _ e(n+1)x/2)
- ? ex/2 (efx/Q _ 61/2)
e~V 67(n+1)w/2 (6(n+1)x/2 _ 67(n+1)w/2)
T o e—z/2 (e;c/Z _ e—x/2)
B eve™®/2 sh((n + 1)x/2) 3 e Ye /2 sh((n + 1)z/2)
2 sh(z/2) 2 sh(z/2)

Ainsi, si x # 0, alors

" B sh((n + 1)z/2)
kz::osh(kx +y) =sh(y+nx/2) @2

=z & In(y) =zln(a) © y=exp(zln(a)) =a

x



et si x =0, alors

On a

k=0

Donc

n

Z sh(kz +y) = (n + 1)sh(y)
k=0

En: (Z) sh(kz +y) z": (Z) (che+v ;e,kw)

k=0
ey \n e ¥ —z\n
ey efy
= Ee””?”ch"(x/?) — 767"1/22”ch"(x/2)

k

n

0

(

n
k

) sh(kz +y) = 2"sh(y + nx/2)ch"(x/2)

Exercice 3 :
Soit f : x + arccos(thx) + 2 arctan(e”).
1. Pour tout z € R, thz €] — 1, 1] et la fonction arccos est définie sur [—1, 1] donc
la fonction x — arccos(thz) est définie sur R.

Les fonctions z — €” et x — arctanxz sont définies sur R donc la fonction
x +— 2arctan(e”) est définie sur R.

Par suite, la fonction f est définie sur .

2. La fonction th est dérivable sur R et a valeurs dans | — 1, 1] et la fonction arccos
est dérivable sur [—1, 1] donc la fonction z — arccos(thz) est dérivable sur R.

Les fonctions = — e€* et x — arctanx sont dérivables sur R donc la fonction
x — 2arctan(e”) est dérivable sur R.

Par suite, la fonction f est dérivable sur .

3. Pour tout x € R, on a

-1 2e” 2e”
¢ l—thzx—i—L

JI—tts  1te2s 1+
_ [ 1 n 2e”
B ch’z  1+4e?®

Comme chz > 0, on en déduit que

f(z) = (1 —th’z)

1 2e” 2 2e”

!
= —— = — =0
F(@) chx + 1+ e2= er e 7 + 1+ e2®

Comme R est un intervalle, on en déduit que la fonction f est constante. Or,

f(0) = arccos(0) + 2 arctan(1) = g + 2% =7

Le graphe de f est donc la droite d’équation



