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Exercice 1 :

1. La fonction lna est dérivable sur R+∗ car la fonction ln l'est et que ln(a) ̸= 0.

Pour tout x ∈ R+∗, on a ln′a(x) =
1

ln(a)

1

x
·

Ainsi, si a > 1 alors lna est de dérivée positive sur l'intervalle R+∗ donc crois-

sante et si a < 1 alors lna est de dérivée négative sur l'intervalle R+∗ donc

décroissante.

2. Soit (x, y) ∈
(
R+⋆

)2
et n ∈ N, on a

lna(xy) =
ln(xy)

ln(a)
=

ln(x) + ln(y)

ln(a)
= lna(x) + lna(y)

lna

(
1

x

)
=

ln(1/x)

ln(a)
=

− ln(x)

ln(a)
= − lna(x)

lna

(
x

y

)
=

1

ln(a)
ln

(
x

y

)
=

1

ln(a)
(lnx− ln y) = lna(x)− lna(y)

lna(x
n) =

ln(xn)

ln(a)
=

n ln(x)

ln(a)
= n lna(x)

lna(a
n) = n lna(a) = n

3. Si a > 1 alors la fonction lna est de dérivée strictement positive sur l'intervalle

R+∗ donc établit une bijection de R+∗ dans lna
(
R+∗). Comme ln(a) > 0 et

comme

lim
x→−∞

ln = −∞ et lim
x→+∞

ln = +∞,

on a

lim
x→−∞

lna = −∞ et lim
x→+∞

lna = +∞,

donc lna établit une bijection de R+⋆ dans R
Si a < 1 alors la fonction lna est de dérivée strictement négative sur l'intervalle

R+∗ donc établit une bijection de R+∗ dans lna
(
R+∗). Comme ln(a) < 0, on a

lim
x→−∞

lna = +∞ et lim
x→+∞

lna = −∞,

donc lna établit une bijection de R+⋆ dans R

4. Par dé�nition, expa établit une bijection de R dans R+⋆ Soit (x, y) ∈ R×R+⋆,

on a

y = expa(x) ⇔ lna(y) = x ⇔ ln(y)

ln(a)
= x ⇔ ln(y) = x ln(a) ⇔ y = exp (x ln(a)) = ax

Ainsi, on a

expa : R → R+⋆, x 7→ ax

Exercice 2 :

1. Soit (x, y) ∈ R2 et (∗) = ch(x)sh(y) + sh(x)ch(y). On a

(∗) = (ex + e−x) (ey − e−y)

4
+

(ex − e−x) (ey + e−y)

4

=
ex+y + e−x+y − ex−y + e−x−y + ex+y − e−x+y + ex−y − e−x−y

4

= sh(x+ y)

2. Soit (x, y) ∈ R2. On a

n∑
k=0

sh(kx+ y) =

n∑
k=0

(
ekx+y − e−kx−y

)
2

=
ey

2

n∑
k=0

ekx − e−y

2

n∑
k=0

e−kx

Si x ̸= 0, alors ex ̸= 1 et e−x ̸= 1 donc

n∑
k=0

ekx =
1− e(n+1)x

1− ex
et

n∑
k=0

e−kx =
1− e−(n+1)x

1− e−x
puis

n∑
k=0

sh(kx+ y) =
ey

2

1− e(n+1)x

1− ex
− e−y

2

1− e−(n+1)x

1− e−x

=
ey

2

e(n+1)x/2
(
e−(n+1)x/2 − e(n+1)x/2

)
ex/2

(
e−x/2 − ex/2

)
− e−y

2

e−(n+1)x/2
(
e(n+1)x/2 − e−(n+1)x/2

)
e−x/2

(
ex/2 − e−x/2

)
=

eyenx/2

2

sh((n+ 1)x/2)

sh(x/2)
− e−ye−nx/2

2

sh((n+ 1)x/2)

sh(x/2)

Ainsi, si x ̸= 0, alors

n∑
k=0

sh(kx+ y) = sh (y + nx/2)
sh((n+ 1)x/2)

sh(x/2)
·

1



et si x = 0, alors
n∑

k=0

sh(kx+ y) = (n+ 1)sh(y)

On a

n∑
k=0

(
n

k

)
sh(kx+ y) =

n∑
k=0

(
n

k

) (
ekx+y − e−kx−y

)
2

=
ey

2
(1 + ex)

n − e−y

2

(
1 + e−x

)n
=

ey

2
enx/22nchn(x/2)− e−y

2
e−nx/22nchn(x/2)

Donc
n∑

k=0

(
n

k

)
sh(kx+ y) = 2nsh(y + nx/2)chn(x/2)

Exercice 3 :

Soit f : x 7→ arccos(thx) + 2 arctan(ex).

1. Pour tout x ∈ R, thx ∈]− 1, 1[ et la fonction arccos est dé�nie sur [−1, 1] donc
la fonction x 7→ arccos(thx) est dé�nie sur R.
Les fonctions x 7→ ex et x 7→ arctanx sont dé�nies sur R donc la fonction

x 7→ 2 arctan(ex) est dé�nie sur R.
Par suite, la fonction f est dé�nie sur R .

2. La fonction th est dérivable sur R et à valeurs dans ]−1, 1[ et la fonction arccos
est dérivable sur [−1, 1] donc la fonction x 7→ arccos(thx) est dérivable sur R.
Les fonctions x 7→ ex et x 7→ arctanx sont dérivables sur R donc la fonction

x 7→ 2 arctan(ex) est dérivable sur R.
Par suite, la fonction f est dérivable sur R .

3. Pour tout x ∈ R, on a

f ′(x) =
(
1− th2x

) −1√
1− th2x

+
2ex

1 + e2x
=

√
1− th2x+

2ex

1 + e2x

= −
√

1

ch2x
+

2ex

1 + e2x

Comme chx ≥ 0, on en déduit que

f ′(x) = − 1

chx
+

2ex

1 + e2x
= − 2

ex + e−x
+

2ex

1 + e2x
= 0

Comme R est un intervalle, on en déduit que la fonction f est constante. Or,

f(0) = arccos(0) + 2 arctan(1) =
π

2
+ 2

π

4
= π

Le graphe de f est donc la droite d'équation y = π.
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