3. En déduire que la suite u est croissante a partir d’un certain rang.

Lycée Saint-Louis DM 8 . . P
MPSI Les suites o2 . et (upt1 — Un) ey étant équivalentes, elles sont de
1
méme signe & partir d’un certain rang. Comme la suite (12 2) est stric-
"/ neN
.. .. tement positive, il existe un rang & partir duquel u est croissanteé
Corrlge du devoir a rendre le 20/01/2025 4. Enoncer la formule de Taylor-Young & Uordre 4 en 0 pour la fonction t —
In(1 +¢).
. . . , . . 1. . , . 1, t2 t3 t4
L’obJectlf.de ce dev91r est d’établir la formule de Stirling qui sera désormais considérée Ona|ln(l+t)=t— - +° — " 4o, (t4) '
comme faisant partie du cours : 2 3 4
1 1
ol ~ o (Q)” 5. On considére la suite v = (un + Ton + 712> "
e
Déterminer un équivalent de v,,41 — V.
n
Premiére étape : n! ~ Cv/n (E) Soit n € N*, on a
e
n 1 1 1 n 1 1
v —Uvp, =u —u —— == —_— - =
mH T T T \n+1 n (n+1)2 n?

1. Enoncer la formule de Taylor-Young a Uordre 3 en 0 pour la fonction t —

In(1 +¢t). 1 1 1 1 1 1
—(n+=)m(1+=) 14— (—F -1+ [— -1
43 2 n 12n \1+ - n? (1+1)

t2
Ona|ln(l+1t)=t— =+ — + 0,0 (t*) |, cette formule provient de la formule

2 3 1 1 1 1 1 1
de Taylor—\g('oung a 'ordre 3 en 0 appliquée a la fonction ¢ +— In(1 + ¢) sui est - <n + 2> (n T on? + 303 4nA +o (n4>) -1
de classe C° sur | — 1, +o0]. . 1 ( 1+1+ <1>>+1 _2+ 1
n+1/2 ,—n — | ) o ) S\ o -
2. On considere la suite u = <ln (n'e>> . 12n non n n n n
n! n>2
, . . B 9 1
Déterminer un équivalent de w41 — Uy, done | v 1 — vy = 4o <3) '
Soit n € N*, on a n n
(n 4 1)n+3/2g=n—1 ol N 1 6. En déduire qug v est décroissante a partir d’un certain rang.
— U, =1 - =1 1+ — - ; — 4 b0 a
Unp+1 — Up n ( CESN n”“/Qe") n ( + n) e Les suites (n3>n€N et (Vn41 — Un)neN étant équivalentes, elles sont de méme
-2
= <n—|— ;) In (1 + 1) -1 signe a partir d’'un certain rang. Comme la suite <3> est strictement
n n neN
négative, il existe un rang & partir duquel v est décroissante.
Orln(1+ l — l _ i i + i donc 7. En déduire existence d’une constante C' strictement positive telle que :
n n  2n?  3nd 3
~ovi(g)
nl ~ —
1 1 1 1 1 1 1 e
Up+1 — Up = n-+ — 7—72‘*'73"'0 -3 —1:72+0 — .
2 no 2n 3n n 12n n Soit ng un rang a partir duquel les suites u et v sont respectivement croissante
et décroissante. Alors
.. 1
Alnst, | o4y = tn ~ 575 VneN, n>mnge u, < vy < vp,




La suite u est donc majorée donc convergente. Il existe donc £ € R tel que
lim wu, = ¢. La fonction exponentielle étant continue en ¢, on en déduit que

n—-+00
) nn+1/2efn ’ ’ o .
lim ———— =¢". Comme e # 0 cela est équivalent &
n—+00 n!

e (2

Deuxiéme étape : détermination de la constante C

/2
Pour tout entier n, on pose I, = / sin”™ (t)dt
0

1. Calculer Iy et I;. On a :

s
IO = 5 et Il =1
2. Pour tout entier n, montrer que
n+1
1, = —1
n+2 n+2 n

Que peut-on en déduire sur les suites (I,)nen €t (In+2)neN
Soit n € N, on a

/2 /2 w/2
Inyo = / sin"*2(t)dt = / (1—cos® t) sin™(t)dt = In—/ cos? tsin™ (t)dt
0 0 0

1
Les fonctions u : t — —— sin™ ' (¢) et v : cost sont de classe C* sur [0, 7/2].

. . n+1
Une intégration par parties donne :

/2 1 /2 /2 1
/ cos? tsin™(t)dt = |cost—— sin T (t) + / —— sin" "3 (¢t)dt
0 n —+ 1 0 0 n -+ 1

donc
1

—T,4o.
n+1 +2

In+2 - In -

n+1

—1,.
n4+2"
Les suites (Ip,)nen et (In42)nen sont donc équivalentes.

Ainsi, [ 1,40 =

T (2n)!
3. Prouwver que pour tout entier n, on a I, = — (2n)

2 221 (n!)2
Pour tout entier n, on pose
2 _ ™ (2n)' 2
T 0!

Tnitialisation : I = ~ et
nitialisation : = —€el ————=
072 7 220(01)2

Herédité : Soit n € N tel que H(n) soit veérifiée. On a alors

= g donc H(0) est vérifiée.

2n+1_ 2n+1m (2n)! ™ (2n+1)!

I - n — o
2D T on y 2" T on 122220 (n)2 - 2220+ (n + 1)lnl

En multipliant le numérateur et le dénominateur par 2n + 2, on obtient :

Loy = T Cnt2t
2(n+1) = ) 22n+2(n+ 1)!2
2n)!
Ainsi, pour tout entier n, on a | Is, = 222(71(7:1)')2 i

4. Montrer que la suite (I,)nen est décroissante. En déduire qu’elle converge.
Soit n € N,

/2
Iy —1I, = / sin”(t) (sint — 1) d¢
0

Or pour tout ¢ € {0, g}, sin™(t) > 0 et sint — 1 < 0 donc I,,11 — I, <0 ce qui

prouve la décroissance de la suite I. Comme cette suite est minorée par zéro,
elle converge.

5. Prouver que I, ~ I, ;. Pour tout entier n, on a :

n+1
InZIn-i-l Zln+2: n+2ln
Comme I,, > 0, on en déduit que
ntl Iy
n+2— I, —

n+1

Le théoréme d’encadrement implique alors que lim =11i.e. que

n—-+oo

n



T
6. Montrer que pour tout entier n, (n+ 1)1, 1,11 = 5

Pour tout entier n, on pose

™
P(n) . (n + I)Inln-i-l = 57’.

Initialisation : Ip = g et I, = g donc P(0) est vérifice.
Hérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vérifice. On a alors

n+2 Ihio T
(n + 2)In+1-[n+2 = m(’fl + ]-)In-[n+1[7: = (n + ]-)In-[n+1 = 5
Ainsi, pour tout entier n, on a : | (n+ 1)1, I,41 = g

7. Déterminer un équivalent de la suite (I,,)nen-

Comme I, ~ I,11,0ona (n+ 1)1, 1,11 ~ nIfL donc ITZL ~ 21 puis :
n

T
I, ~ 4] —-
" 2n

8. En déduire que C = \/2m.
2n 2
Comme (2n)! ~ Cv2n <2n> et (n)? ~ C%n (E> ,

e

Par conséquent,
7w (2n)! v \/5
=i~ 0 =
222n(nh2  2CV n
Or I, ~ 41 donc, par identification , on a :
V 4n

C=+V2r




