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Continuité

Exercice 1 :
1. Que dire d’une fonction continue sur un intervalle & valeurs dans Q7

2. Que dire d’une fonction continue sur un intervalle & valeurs dans une partie
finie 7

3. Que dire de deux fonctions continues sur R qui coincident sur Q?

Exercice 2 :
Soit. f continue sur R admettant une limite finie en +o0

1. Montrer que f est bornée.
2. Montrer que f atteint une de ses bornes.

3. Que dire si f tend vers +o0o en +o00?

Exercice 3 :
1. Etudiez la continuité de f : z — z — ||

2. Soit g une fonction continue sur R. Montrer que g o f est continue sur R si, et
seulement si, g(0) = g(1).

3. Soit 6 € R. Trouver une CNS sur 6 pour que la fonction
x+— (] + |—x])sin(fz) soit continue sur R.

Exercice 4 : On cherche toutes les applications de R dans R continues telles que

V(z,y) €R?,  flz+y)=f(z)+ f(y)

1. Montrer que si f est solution alors il existe une constante c telle que
VeeQ, f(z)=czx

2. Conclure.

Exercice 5 : Un coureur parcourt 10 km en une heure. Montrer qu’il existe un
intervalle de temps d’une demi-heure pendant lequel il a parcouru 5km.

Exercice 6 : Soit f : [a,b] — [a,b] continue.
Montrer que f admet un point fixe i.e. qu’il existe ¢ € [a, ] tel que f(c) = c.

Exercice 7 : Soit f continue sur [a,b]. Montrer que :

b
Jc € [a,b] : f(c):bia/ f(t)de

Exercice 8 : Soit f continue sur RT tel que Em f = ¢ € R. Montrer que :
o0

1
lim —

Jim n/o F(t)ydt =0

Comparer & un résultat déja vu sur les suites.

Exercice 9 : On note E l'ensemble des fonctions de C(R,R) bornées.
1. Montrer que si f € E et si g € C(R,R), alors f og et go f appartiennent a E.

2. Trouver les fonctions f € F telles que

INeR, Vz e R, f(x—1)=Af(z).

Exercice 10 : Soit f : R — R une application continue telle que f|g soit croissante.
Montrer que f est croissante.

Exercice 11 :
Soient (a,b) € R% a<b, f,g: [a,b] = R deux applications continues telles que

Jmax, flz) = ax, g9()

Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = g(c).



