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Dérivation

Exercice 1 : Etudier les limites en a des fonctions suivantes
sin®z — sina 23?2 — 3% + (x — a)?/?
1.2 —————— 3. x—

z? —a? x—a—Vr?—a?

asinr — xsina

2. x—
T —a

Exercice 2 : Soit f : R — R dérivable en a

flatz) - fla—x)

admet une limite en 0
2z

1. Montrer que la fonction x —

2. Etudier la réciproque

Exercice 3 : Soit f € F(I,R) dérivable sur I.
1. Soit (a,b) € I? tels que f'(a)f'(b) < 0. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que
f'(e) =0.
2. Montrer que f'(I) est un intervalle.

Il s’agit du théoréme de Darboux selon lequel, une dérivée vérifie le théoréme des
valeurs intermédiaires (méme si elle n’est pas nécessairement continue)

Exercice 4 :

1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur |a, b[ telles
que ¢’ ne s’annule pas sur Ja, b|.
- f(0) = fla) _ f'(0)
a) Prouver qu'’il existe ¢ €|a, b| tel que = -
@ Jos Ll U S )~ o)

On utilisera une fonction de la forme f — Ag.

!/ — —
(b) En déduire que si lim f/(ac) = (€ R, alors lim f@) = fla) =/cR
va g'(x) z=a g(z) — g(a)
cosT —e”

(c) Déterminer zlin& GrDe 1

2. Soient f et g deux fonctions dérivables sur ]a, b| telles que g’ ne s’annule pas
!

sur ]a,b[. On suppose que lim f =limg = 0 et lim f—/ =(eR.
a a a g

Prouver que lim = = /.
e g

Exercice 5 : Déterminer la dérivée n-iéme des fonctions suivantes :

3. z—e"sinx

1. v —
1—=x

1

Exercice 6 : Soit f dérivable n fois dérivable sur [a,b]. Monter que si f s’annule
n + 1 fois sur [a,d] alors f(™ s’annule sur [a, b].

Exercice 7 :
Soit f : [a,b] — R deux fois dérivable telle que f(a) = f(b) =0 et ¢ €]a, b].
(x —a)(x —b)

(c—a)(c—10)
f(e) = 3 e~ a)(e— B (n)

En utilisant la fonction ¢ : z — f(z) —
que

f(e), montrer qu’il existe n tel

Exercice 8 : Soit f : [a,b] — R de classe C* sur [a, b], deux fois dérivable sur ]a, b
et ¢ €la, b|.
En utilisant la fonction

f(b) = f(a)

6w f@) = fa) - S0 @ - ) = Aw - )@~ b)

avec A & déterminer, montrer qu’il existe n tel que



