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Polyn6émes

Exercice 1 : Soit (a,b) € K? et P € K[X] .
1. Montrer que le reste dans la division Euclidienne de P par X — a est P(a).

2. Déterminer le reste dans la division Euclidienne de P par (X —a)(X —b) lorsque
a #b.

3. Soit 0 e Ret neN.
Déterminer le reste de la division Euclidienne de (cos + X sin )" par X% + 1.

Exercice 2 :
Déterminer I’ensemble des polynomes P tels que P(0) =1 et P(1) = 2.

Exercice 3 : Relation de Bézout améliorée
Soit (A, B) € K[X]? non nuls tel que AA B =1 et (Up, Vo) € K[X]? tels que

AUy + BV =1
1. Montrer que
{(U, V) eK[X])? : AU + BV =1} = {(Uy + RB,Vy — RA), R € K[X]}

2. En déduire qu’il existe un unique couple (U1, V;) € K[X]? tel que :

AU, + BV; =1, degUy < deg B et deg V) < deg A.

Exercice 4 :

1. Déterminez le PGCD, P, des polynoémes X'° — 1 et X6 —1
2. Déterminer {(U,V) € K[X]? : (X' - 1)U+ (X°® -1)V = P}
3. Soient n et p deux entiers naturels non nuls

(a) Déterminer le reste et le quotient de la division Euclidienne de X™ — 1 par
XP —1.

(b) Déterminer le PGCD de X™ — 1 et X? — 1 en fonction de p A n.

Exercice 5 : Soit n € Net (Py,..., P,) € K[X]"™ tel que pour tout k € [0,n],
deg(Py) = k.
Montrer que (P, ..., P,) est une base de K, [X].

Exercice 6 : Soit n € N.

Montrer que la famille (X*(X —1)"~*

n"- )0<k<n est une base de K,,[X].

Exercice 7 : On cherche & déterminer les polynémes P non nuls de C[X] vérifiant

P(X?)+ P(X)P(X +1) =0.

2 aussi.

1. Soit P un polynéme solution
(a) Montrer que si a est racine de P alors a
(b) En déduire que a est racine de P, alors a € {0} U TU.

(c) Montrer que si a est racine de P, alors a — 1 € {0} UT.
)

(d) En déduire qu’il existe A € C* et (a, §,7,9) € N tels que :
P= XXX - 1P(X +j)(X + %)

2. Conclure.

Exercice 8 :

1. Montrer que pour tout entier n, il existe un unique polynéme P, tel que :

1 1
Vze C*, P, (z—|—> ="+ —
z 2"
Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.
2. Pour tout entier n, simplifier P,(2cos®), 6 € R.

3. En déduire les racines de P, puis la factorisation de P,, dans R[X].



