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Polynômes

Exercice 1 : Soit (a, b) ∈ K2 et P ∈ K[X] .

1. Montrer que le reste dans la division Euclidienne de P par X − a est P (a).

2. Déterminer le reste dans la division Euclidienne de P par (X−a)(X−b) lorsque
a ̸= b.

3. Soit θ ∈ R et n ∈ N.
Déterminer le reste de la division Euclidienne de (cos θ+X sin θ)n par X2+1.

Exercice 2 :

Déterminer l'ensemble des polynômes P tels que P (0) = 1 et P (1) = 2.

Exercice 3 : Relation de Bézout améliorée

Soit (A,B) ∈ K[X]2 non nuls tel que A ∧B = 1 et (U0, V0) ∈ K[X]2 tels que

AU0 +BV0 = 1

1. Montrer que

{(U, V ) ∈ K[X]2 : AU +BV = 1} = {(U0 +RB, V0 −RA), R ∈ K[X]}

2. En déduire qu'il existe un unique couple (U1, V1) ∈ K[X]2 tel que :

AU1 +BV1 = 1, degU1 < degB et deg V1 < degA.

Exercice 4 :

1. Déterminez le PGCD, P , des polynômes X10 − 1 et X6 − 1

2. Déterminer {(U, V ) ∈ K[X]2 : (X10 − 1)U + (X6 − 1)V = P}
3. Soient n et p deux entiers naturels non nuls

(a) Déterminer le reste et le quotient de la division Euclidienne de Xn − 1 par
Xp − 1.

(b) Déterminer le PGCD de Xn − 1 et Xp − 1 en fonction de p ∧ n.

Exercice 5 : Soit n ∈ N et (P0, ..., Pn) ∈ K[X]n+1 tel que pour tout k ∈ J0, nK,
deg(Pk) = k.
Montrer que (P0, ..., Pn) est une base de Kn[X].

Exercice 6 : Soit n ∈ N.
Montrer que la famille

(
Xk(X − 1)n−k

)
0≤k≤n

est une base de Kn[X].

Exercice 7 : On cherche à déterminer les polynômes P non nuls de C[X] véri�ant

P (X2) + P (X)P (X + 1) = 0.

1. Soit P un polynôme solution

(a) Montrer que si a est racine de P alors a2 aussi.

(b) En déduire que a est racine de P , alors a ∈ {0} ∪ U.
(c) Montrer que si a est racine de P , alors a− 1 ∈ {0} ∪ U.
(d) En déduire qu'il existe λ ∈ C∗ et (α, β, γ, δ) ∈ N4 tels que :

P = λXα(X − 1)β(X + j)γ(X + j2)δ

2. Conclure.

Exercice 8 :

1. Montrer que pour tout entier n, il existe un unique polynôme Pn tel que :

∀z ∈ C∗, Pn

(
z +

1

z

)
= zn +

1

zn

Déterminer le degré et le coe�cient dominant de Pn.

2. Pour tout entier n, simpli�er Pn(2 cos θ), θ ∈ R.
3. En déduire les racines de Pn puis la factorisation de Pn dans R[X].
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