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Dimension �nie

Dans la suite, E désigne un K espace vectoriel de dimension �nie n.

Exercice 1 :

Montrer que les vecteurs (1, 1, 1), (1, 2, 3) et (1, 1, 0) forment une base de R3.

Exercice 2 : Soient F = Vect {(1, 2, 0, 1); (2, 1, 3, 1); (1,−1, 3, 0)} et

G = Vect {(1, 2, 1, 0); (−1, 1, 1, 1); (2,−1, 0, 1); (1, 1, 1, 1)}.
Déterminer les dimensions et des bases de F , G, F ∩G et F +G.

Exercice 3 : Soit f ∈ L(E). Montrer que

Kerf ⊕ Imf = E ⇔ Kerf = Kerf2 ⇔ Imf = Imf2

Le résultat est-il conservé en dimension in�nie.

On pourra étudier P 7→ P ′ et P 7→ XP .

Exercice 4 :

Soit E1, · · ·En des K-ev de dimensions �nies et u0 ∈ L ({0}, E1), u1 ∈ L (E1, E2),...,
un−1 ∈ L (En−1, En), un+1 ∈ L (En, {0}) tels que pour tout k ∈ J0, n− 1K, on ait

Imuk = Keruk+1.

Montrer que

n∑
k=1

(−1)k dimEk = 0.

Exercice 5 :

Soit (f, g) ∈ L(E) avec E de dimension �nie tel que E = Imf + Img = Kerf +Kerg.
Montrer que E = Imf ⊕ Img = Kerf ⊕Kerg.

Exercice 6 : Soit F et G deux sev de E.

Montrer que (∃f ∈ L(E) : Kerf = F et Imf = G) ⇔ dim F + dim G = dim E

Exercice 7 : : Soit f, g ∈ L(E,F ) avec dim F < ∞.

Montrer que rg (f + g) ≤ rg f + rg g avec égalité si, et seulement si,{
Imf ∩ Img = {0}

ker f + ker g = E

Exercice 8 : : Soit f ∈ L(E,F ) avec dim F < ∞, A un sev de E et B un sev de F .

1. Montrer que dim f(A) = dim A− dim (A ∩Kerf)

2. Montrer que dim f−1(B) = dim Kerf + dim (B ∩ Imf)

Exercice 9 : Soit (f, g) ∈ L(E)2. Montrer que

dim Kerg ◦ f ≤ dim Kerg + dim Kerf

1. en considérant la restriction de g à Imf ;

2. en considérant la restriction de f à Kerg ◦ f .

Exercice 10 : Soit f ∈ L(E). Pour tout entier p, on pose Ip = Imfp et Np = ker fp.

1. Montrer que, pour tout entier p, Ip+1 ⊂ Ip et Np ⊂ Np+1.

2. Montrer qu'il existe un entier s tel que Is+1 = Is et Ns = Ns+1.

3. Soit r = min{k ∈ N : Ik+1 = Ik et Nk = Nk+1}.
Justi�er l'existence de r puis prouver que ∀k ≥ r, Ik+1 = Ik et Nk = Nk+1

4. Montrer que Ir ⊕Nr = E.

Exercice 11 :

1. Soient H1 et H2 deux hyperplans de E. Montrer qu'ils possèdent un supplé-

mentaire commun.

2. Soient F1 et F2 deux sev de E de même dimension. Montrer qu'ils possèdent

un supplémentaire commun.

Exercice 12 : Soit x1, · · · , xn n réels distincts.

Pour tout k ∈ J1, nK, on pose ϕk : Rn−1[X] → R, P 7→ P (xk)

1. Montrer que (ϕ1, · · ·ϕn) est une base de L (Rn−1[X],R).
2. Montrer qu'il existe un unique (λ1, · · · , λn) ∈ Rn tel que

∀P ∈ Rn−1[X],

∫ 1

0

P (t) dt =

n∑
k=1

λkP (ak).
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