Suites réelles et complexes

I. Définition et premiéres propriétés

Définition. Une suite réelle (resp. complexe) est une application de N dans R (resp. C). Une
application u : N — K, n — u(n) sera notée u = (up),cy €t on dira que u, est son terme
général.

Remarque : On s’intéressera aussi & des suites tronquées (un),,>,,
Définition. On dit qu’une suite u est constante st Vn € N, u, = ug.

Définition. On dit qu’une suite u est stationnaire st Ing € N : Vn > ng, up = Up,.
Définition. On dit qu’une suite réelle u est majorée si IM € R : Vn € N, u, < M.
Définition. On dit qu’une suite réelle u est minorée si Im € R : Vn € N, m < uy,.
Définition. On dit qu’une suite réelle ou compleze u est bornée si AM € R : ¥n € N, |u,| < M.
Définition. On dit qu’une suite réelle u est croissante si Vn € N, up < Upi1.

Définition. On dit qu’une suite réelle u est décroissante st Vn € N, upi1 < up.

Définition. On dit qu’une suite réelle u est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Remarque : On dit qu’une propriété (x) est vérifiee a partir d’'un certain rang s’il existe un
entier ng tel que (up)n>n, vérifie (x).

Par exemple une suite est stationnaire si, et seulement si, elle est constante & partir d’un certain
rang.

Proposition. (*) Une suite réelle est majorée (resp. minorée) si, et seulement si, elle est magjorée
(resp. minorée) & partir d’un certain rang

Proposition. Une suite réelle ou complexe est bornée si, et seulement si, elle l'est o partir d’un

certain rang

I1. Suites convergentes

Définition. (*)On dit qu’une suite complexe u converge vers le compleze £ si
Ve>0,IngeN : Vn>ng=|u, — ¥l <e

Définition. On dit qu’une suite complexe est convergente s’il existe un complexe ¢ tel que u
converge vers £. On dit que la suite est divergente sinon.

Proposition. (*) Une suite complexe u converge vers le compleze £ si et seulement si les suites
réelles Ré(u) = (Ré(un)), ey ef Im(u) = (Im(up)), ey convergent vers Ré(L) et Im(Y).
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Définition. (*) Si une suite u converge vers deux complezes { et V', alors £ ={¢'. On dit qu’il y
a unicité de la limite.

On note alors limu =/ ou lim wu, = ¥.
n——+o00

Proposition. Une suite u converge vers le complexe £ si et seulement si la suite u — £ converge
vers 0.

Proposition. (*) Si la suite u converge vers ¢ alors la suite |u| converge vers |{|
Remarque : Il n’y a pas de réciproque comme le montre I'exemple de la suite ((—1)"),,cx-

Proposition. (*) Une suite convergente est bornée

Remarque : Il n’y a pas de réciproque comme le montre '’exemple de la suite ((=1)"), cx-

IT1. Suites réelles de limite +oo

Proposition. On dit gu’une suite réelle u tend vers 400 si
VM eR, dngeN : Vn>ng=u, > M

On note alors limu = 400 ou lim u, = +00 ou u, — +0o0.
n—+00

Proposition. On dit qu’une suite réelle u tend vers —oo si
VM eR, IngeN : Vn>ng=u, <M

On note limu = —oo ou lim wu, = —oc0 ou u, — —o0.
n—400

Remarque : Une suite divergente ne tend pas nécessairement vers t+oo. Il suffit de considérer

la suite ((=1)"),,cn-
Remarque : Une suite réelle u tend vers oo si

VM eR", IngeN : Vn>ng=u, > M
Proposition. Une suite réelle u tend vers 400 si et seulement si la suite —u tend vers —oo.
Proposition. (*) Si une suite réelle u tend vers +oo alors elle n'est pas magorée.
Remarque : Il n’y a pas de réciproque comme le montre '’exemple de la suite (n(—1)"), -
Proposition. (*) Si une suite réelle u tend vers +oo alors elle est minorée.

Remarque : Il n’y a pas de réciproque comme le montre I'exemple de la suite ((—1)"), cx-
Remarque : 1l existe des suites non majorées mais minorées ne tendant pas vers +oo.
Par exemple, (n (14 (=1)")),en-

IV. Opérations sur les limites

Proposition. (*) Soit (u,v) € ((CN)2 de limites finies respectives £ et {' alors la suite u + v
converge vers le réel £ + (',

Proposition. (*) Soit (u,v) € (RN)2 tel que u diverge vers +00 et v soit minorée alors u + v
diverge vers +o0.

Proposition. Soit (u,v) € (RN)2 tel que u diverge vers —oo et v soit majorée alors u+v diverge
vers —oo.



Proposition. (*) Soit (u,v) € (RN)2 de limites respectives £ et £ dans R alors
— SileR et l' =+oo alors limu + v = +o0,

— SiteR et l = —o0 alors limu + v = —o0,
— Sil =1 = +o0 alors limu + v = +o0,
— Sil =1 = —o0 alors limu + v = —oo.

Proposition. (*) Le produit d’une suite complexe convergeant vers 0 et d’une suite complexe
bornée tend vers 0.

Proposition. Soit u € ((CN) de limite finie ¢ alors pour tout complere X\, la suite Au converge
vers le complexe \C.

Proposition. Soit (u,v) € (CN)2 de limites finies respectives { et £ alors pour tout couple de
complexes (\, ), la suite \u + pv converge vers le complexe M + pv.

Proposition. (*) Soit (u,v) € (CN)2 de limites finies respectives £ et £ alors la suite uv
converge vers le complexe (0.

Proposition. (*) Le produit d’une suite réelle divergeant vers +oo et d’une suite réelle minorée
par m > 0 diverge vers +00.

Remarque : Il suffit que la minoration ait lieu & partir d’un certain rang.
Remarque : Il n'y a pas équivalence entre "étre minorée par m > 0" et "étre strictement

1
positive" comme le montre ’exemple de la suite | —— .
n+1 neN

Proposition. (*) Soit (u,v) € (RN)2 de limites respectives £ et £ alors
— Sil ="V =400 et V' € R™ alors limuv = 400,
— Sil=+c0 et ' € R™ alors limuv = +o0o,
— Sil=+o0 et V' € R™* alors limuv = —oo,
— Sil =400 et ! = —o0 alors limuv = —oo.
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Proposition. (*) Soit u € CN ne s’annulant pas alors la suite <> est bien définie et :
neN

Unp
1
— st limu = £ € C* alors lim — = —,
u /
— st limu = 0 alors lim |—| = 400,
U

1
— st lim |u| = 400 alors lim — = 0.
u

V. Limites et inégalités

Proposition. (*) Passage a la limite dans les inégalités larges
Soit u € RN convergente majorée par M alors limu < M
Soit u € RN convergente minorée par m alors m < limu

Corolaire. Si u est une suite réelle positive convergente alors sa limite est positive.

Remarque : Les inégalités strictes ne passent pas & la limite : une suite strictement positive
convergente n’a pas forcément une limite strictement positive comme le montre ’exemple de la

suite (1/n),cy--

Corolaire. Soit u et v deux suites réelles convergentes. Si Vn € N, u, < v,, alors limu <limwv.

Proposition. (*) Si une suite réelle u converge vers £ et sim < £ (resp. £ < M ) alors, & partir
d’un certain rang, la suite est strictement minorée par m (resp. majorée par M ).



Corolaire. Si une suite réelle u converge vers | > 0 alors la suite u est strictement positive a
partir d’un certain rang

Remarque : Si une suite réelle u converge vers £ et si Vn € N, v, < £, alors on a pas forcément

-1
Iinégalité u, < v, vraie & partir d’un certain rang. 1l suffit de prendre u = v = ( n 1) .
n neN

Corolaire. Soit u et v deux suites réelles convergentes. St limu < limwv alors & partir d’un
certain rang u < 0.

VI. Théoréme d’existence de limites

Théoréme. d’encadrement (*)

Soit (u,v,w) € (RN)?),
— siVneN, v, <up <wy, et silimv =limw = £ € R alors la suite u converge vers £.
— st Vn €N, v, <uy et st limv = 400 alors la suite u diverge vers 4+00.
— stVn €N, u, <w, et silimw = +o0 alors la suite u diverge vers —oo.

Remarque : Ces résultats sont conservés si I’encadrement, la minoration ou la majoration de
la suite u est vraie & partir d’un certain rang.

Théoréme. de la limite monotone (*)
Toute suite réelle monotone posséde une limite dans R.
Plus précisément,
— siu € RY est croissante et non magjorée alors u diverge vers 400,
— siu € RY est croissante et majorée alors u converge vers Sup{u,, n € N},
— siu € RY est décroissante et non minorée alors u diverge vers —oo,
— siu € RY est décroissante el minorée alors u converge vers Inf{u,, n € N}.

Remarque : Si u est une suite croissante & partir d’un rang ng et majorée, alors elle converge
vers Sup{u,, n > ng},

Définition. On dit que les suites réelles u et v sont adjacentes si u est croissante, v est décrois-
sante, lim(u —v) =0 et u < v.

Remarque : Si u et v vérifient u est croissante, v est décroissante, lim(u —v) = 0, alors u < v.

Théoréme. des suites adjacentes (*)
St deuz suites réelles u et v sont adjacentes alors elles convergent vers la méme limite.

VII. Suites extraites

Définition. Soit u € CN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(”))neN ot ¢
est une application strictement croissante de N dans N. On dit que ¢ est une extractrice.

Proposition. Si la suite v est extraile de la suite v et si la suite w est extraite de la suite v
alors la suite w est extraite de la suite u.

Proposition. Si u est majorée (resp. minorée ou bornée), alors toute suite extraite de u l’est
aUSSt.

Proposition. Si u est croissante (resp. décroissante), alors toute suite extraite de u l’est aussi.

Proposition. Si u est strictement croissante (resp. strictement décroissante), alors toute suite
extraite de u [’est ausst.



Proposition. Soit ¢ une extractrice alors Vn € N, ¢p(n) > n.
Proposition. (*) Une suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.
Remarque : Ce résultat est souvent utilisé pour montrer la divergence d’une suite.

Théoréme. (*) Si les suites (u2n),cy €t (Uzni1),cy convergent vers la méme limite alors la
suite U converge.

Remarque : Il s’agit méme d’une équivalence

Théoréme. de Bolzano-Weierstrass réel (admis) :
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Théoréme. de Bolzano-Weierstrass compleze (*) :
De toute suite compleze bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

VIII. Traduction séquentielle de certaines propriétés

Proposition. (*) Soit A une partie de K et x € K.
Le réel x est adhérent a A si, et seulement si, x est limite d’une suite d’éléments de D.

Corolaire. (*) Une partie D de K est dense dans A si, et seulement si,
Va € AJu € DY : limu = a.

Corolaire. (*) Une partie D de R est dense si, et seulement si, tout réel est limite d’une suite
d’éléments de D.

Corolaire. (*) Une partie F' de R est fermée si, et seulement si,
Vu € FN u converge = limu € F.

VaeA:a<s
Proposition. (*) Soit A une partie de R. On a s = SupA & N
Jue A" : limu=s

IX. Suites particuliéres

1. Suites arithmético-géométrique

Définition. On dit que la suite v est arithmétique de raison v si Vn € N, up11 = un + 7.

Proposition. Si u est une suite arithmétique de raison r, alors on a : Vn € N, u, = ug +nr et

n
V(ni,n2) € N2, ny <ng = Z up = (ng —ny + 1)@

k=nq

Proposition. Siu est une suite arithmétique réelle de raison r alors
— st > 0 alors la sutte u est strictement croissante et limu = +o0,
— st r < 0 alors la suite u est strictement décroissante et limu = —o0,
— st r =0 alors la sutte u est constante a ug.

Proposition. (*) Si u est une suite arithmétique complezxe alors elle converge si et seulement
st elle est constante.

Définition. On dit que la suite u est une suite géométrique de raison q si V¥n € N| upy1 = quy,.



Proposition. si u est une suite géométrique de raison q, alors on a : ¥n € N, u, = q"ug et

no (ng —nj+ 1)un1 stqg=1
Y(ny,ng) € N2, ny <ng = Z U = 1 — gre—mtl .
P Upy —————— sinon
=ny 1—g

Proposition. (*) Soit u une suite géométrique réelle non constante a zéro (i.e. ug # 0) de
raison q
— si ¢ < —1 alors la suite u est divergente et n’a pas de limite dans R,
— 51 q €] — 1,1] alors la suite u converge vers zéro,
— st g =1 alors la suite u est constante a ug.
— Sig>1 alors
— St ug > 0 alors la suite u est strictement croissante et limu = 400
— St ug < 0 alors la suite u est strictement décroissante et limu = —oo

Proposition. (*) Soit u une suite géométrique complexe de raison q non constante & zéro
— si |q| < 1 alors la suite u converge vers zéro,
— s1|q| > 1 alors la suite u diverge et lim |u| = o0,
— s1. g =1 alors la suite u est constante a ug.
— si|q| =1 et g # 1 alors la suite u est divergente.

Définition. On dit que la suite u est une suite arithmético-géométrique si

J(a,b) € C* : Yn €N, upiq = au, + b

Remarque : Dans ce cas, si a # 1, alors la suite u — T est géométrique de raison a.

Ainsi, en posant £ = o onaVneN, u, =a"(uy—¢)+ ¢ et

n2 1 — qn2—7L1+1
V(ni,n2) € N2, ny <ng = Z up = (Up, — é)ﬁ + (ng —ny + 1)¢
k=ny

2. Suites récurrentes linéaires d’ordre deux a coeflicients constants

Définition. On dit que la suite u vérifie une relation linaire d’ordre deux & coefficients constants
si 3(a,b) € C? : Yn €N, upyo = atpy1 + buy,

Proposition. Une telle suite est entiérement déterminée par ug et ug

Proposition. Soit (a,b) € C? alors l’ensemble des suites réelles (respectivement complezes)
vérifiant Vn € N, upio = aupqq + buy, est stable par combinaison linéaire.

Théoréme. (*) Soit (a,b) € C? et Sfé’b ={uecCN : VneN, uo = aups1 + buy}.
On introduit le polynéme associé P = X% —aX —b
— Si le polynéme P a deux racines distinctes dans C, r1 et ro, alors

Se” = {4 prf) e () € €%
— Si le polynéme P a une racine double dans C, 1o, alors

S¢" = (W + ™) s () € €

)nEN’

Théoréme. (*) Soit (a,b) € R? et Sﬁé’b ={uecRY : VneN, uyio = aups1 + buy,}.
On introduit le polynéme associé P = X% —aX —b



— Si le polynéme P a deuz racines distinctes dans R, r1 et ro, alors
b
Sg” = {N] + 1r3) ey (A1) € R?
— Si le polynéme P a une racine double dans R, 1o, alors
Sfé’b = {()\7“8 + ;mrg_l)neN, (\p) € ]R2}

— Si le polynéme P n’a pas de racine dans R, alors il admet dans C deuzx racines conjuguées,
+i0
pe™", et

S5 = (" (rcos(n) + rsin(nd)), e (A1) € B2} = {(p" Acos(nf + 6),.exr» (4, 0) € R}

3. Suites définies par une relation de récurrence u, 1 = f(u,)

Soit D une partie de C et f une fonction de D dans D alors pour tout d € D, on peut définir de
ug = d

Vn €N, upy1 = f(un)

On dit que la suite u est définie par récurrence.

fagon unique une suite u par ()

Proposition. (*) Soit D une partie de R, f une fonction de D dans D et d € D. On considére
la suite u définie par ¥.
Si f est croissante sur D alors
— wu est croissante st ug < U
— u est décroissante st ug > uq
Si f est décroissante sur D alors
— siug < up, la suite estraite (uay), oy est croissante et la suite extraite (ugny1),cy est
décroissante.
— st ug > us, la suite extraite (“2n)neN est décroissante et la suite extraite (u2n+1)n€N est
croissante.

Proposition. Soit D une partie de R, f une fonction de D dans D et d € D. On considére la
suite u définie par . Si la suite u converge vers { € R et si f est continue en ¢ alors { est un
point fize de f i.e. f(£)=1¢.

X. Relations de comparaison

1. Suites dominées

Définition. Soit v une suite ne s’annulant pas & partir d’un certain rang ng.

. . . . . . Un .. .
On dit qu’une suite u est dominée par la suite v si la suite <> est bornée i.e. si
Un
n>ng

Un

dM e R : Vn > ny, <M

Un,
On note u = O(v).

Proposition. u = O(1) <= wu est bornée
Proposition. Si u = O(v) et limv =0 alors limu = 0.
Proposition. Transitivité : u= O(v) et v = O(w) = u = O(w)
Proposition. Combinaison linéaire :

u=0(w) et v=0(w) = V(\ pu) € C*\u+ pv = O(w)



Proposition. Produit : w = O(w) et v=0(t) = wv = O(wt)

Proposition. Quotient : Soit v et v deur suites ne s’annulant pas & partir d’un certain rang
1 1

alors u =0() <= — =0 <>
v u

Proposition. (*) Puissance positive :

Soit u et v deuz suites strictement positives et « € RT™ alors u = O(v) <= u®* = O(v%)

Proposition. (*) Comparaison logarithmique : Soient u et v deuz suites strictement positives
Un+1 Un+1
< —

Unp n

telles qu’il existe un rang nog vérifiant Vn € N, n > ng = alors uw = O(v).

U _
Proposition. (*) Soit u une suite strictement positive telle que lim "+l — ¢ e R alors

n—+o00  Up
— s1 £ <1 alors lim u =0,

— s1 £ > 1 alors lim u = +o0,
— s1 £ =1 alors on ne peut pas conclure.

2. Suites négligeables

Définition. Soit v une suite ne s’annulant pas & partir d’un certain rang ng. On dit que la suite

u est négligeable devant la suite v si la suite | — tend vers zéro i.e. si
Un
n>ng

Un

Ve>0,dANeN :Vn> N, <eg

Un,
On note u = o(v).
Proposition. Si la suite u est négligeable devant la suite v alors la suite u est dominée par v.
Proposition. u =o0(1) < limu =0
Proposition. Transitivité : u = o(v) et v =o(w) = u = o(w)
Proposition. Combinaison linéaire :u = o(v) et v = o(w) = V(\, u) € C*Au + pv = o(w)
Proposition. Produit : si u = O(w) et v = o0(t), alors uv = o(wt)
Proposition. Quotient : Soit v et v deuz suites ne s’annulant pas & partir d’un certain rang
alors u = o(v) < % =o0 (i)
Proposition. Puissance positive : Soit u et v deuz suites strictement positives et a € RT™* alors
u=o0(v) < u*=o(v")

Proposition. Croissances comparées :

Y(a, B) e RY* xR, |In n|’ = o(n®) et V(a,\) € R™x]1,00[, n®=o0(\")
Proposition. (*) Pour tout compleze A\, A\ = o(n!).

Proposition. (*) n! = o(n")



3. Suites équivalentes

Définition. Soit v une suite ne s’annulant pas a partir d’un certain rang ng. On dit qu’une suite

u est équivalente a la suite v si la suite | — tend vers 1. On note u ~ v
v

n/ n>ng

Proposition. Soit u et v deuz suites alors u ~ v si et seulement si w = v + o(v).

Proposition. (*) La relation ~ est une relation d’équivalence sur 'ensemble des suites non
nulles & partir d’un certain rang.

Proposition. Si les suites u et v sont équivalentes alors elles sont de méme signe & partir d’un
certain rang.

Proposition. Soit u, v deuz suites et £ € CU+oo alorsu~v et limu=4¢ = limv=~¢
Proposition. Soit u une suite et £ € C* alors u ~ £ < limu =/

Remarque : Si 'on obtient u ~ 0 c¢’est surement que 1’on a fait une erreur comme sommer ou
soustraire des équivalents.

Remarque : Ne jamais sommer des équivalents. Quand on veut sommer il faut repasser par
des o.

Proposition. Produit : Soit uy, vi, us et vy qualre suites alors
Uy ~ V1 et ug ~ v9 = ULUY ~ V1V
Proposition. Inverse : Soit u et v deuzr suites ne s’annulant pas alors
u~v = 1l/u~1/v
Proposition. Puissance Soit u et v deux suites strictement positives et o € R* alors
u~v <= u® ~v°®
Proposition. Siu~ w et si v =o(w) alors u+ v ~ w.

. 1 1 1
Remarque : Ecrire u ~ — + — n’apporte pas plus d’informations que d’écrire u ~ —
n o n n

Proposition. Silimu = ¢, si f est dérivable en £ et si f'(£) # 0, alors

flun) = f(0) ~ f'(0) (un = 0) .

Proposition. Si la suite u tend vers zéro alors sinu, ~ u,, tanu, ~ Uy, In(1 4+ u,) ~ upy,
exp(un) — 1 ~ up, (1+up)® — 1~ auy,.

Proposition. Si la suite u tend vers zéro alors cosuy, — 1 ~ —

b ‘ﬁ\,



