Limites

Dans tout ce chapitre, f est une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans R.
Dans la suite, on s’intéresse a l'existence d’une limite de f en a € R appartenant a I ou étant
une extrémité de I. On notera a € I.

I. Limite d’une fonction en un point

1. Définitions (*)

Définition. Soit a € T.
— Sia € R, on dit que f admet une limite finie £ € R en a lorsque

Ve>0,3dn>0:Veel, [x—al<n=|f(x)—{ <e
— Sia=+o0, on dit que f admet une limite finie £ € R en a lorsque
Ve>0,IM eR : Ve el, x> M= |f(x)—{ <e
— Sia=—o0, on dit que f admet une limite finie £ € R en a lorsque
Ve>0,IM eR : Ve el, e <M= |f(z)—{ <e
On note f(x) — L.

Tr—a

Définition. Soit a € I.
— Sia € R, on dit que f tend vers 400 en a lorsque

VM eR, In>0 :Veel, [x—a|<n= flx) >M
— Sia=+00, on dit que f tend vers +00 en a lorsque
VM eR, IM'eR : Ve el, 2> M = f(z) > M
— Sia=—00, on dit que f tend vers +00 en a lorsque
VM eR, IM'eR : Ve el, 2 <M = f(z) > M
On note f(x) — +oo.

T—ra

Définition. Soit a € I.
— Sia € R, on dit que f tend vers —oo en a lorsque

VM eR, In>0:Veel, |[z—a|<n= fx) <M
— Sia=+o00, on dit que f tend vers —oo en a lorsque
VM eR, IM'eR : Vo el,z>M = f(x) <M
— Sia= —00, on dit que f tend vers —oo en a lorsque
VM eR, IM'eR : Vo el, s <M = f(x) <M
On note f(x) =, oo

Ces définitions sont lourdes alors que l'idée est la méme dans les trois cas : si x est proche de a
alors f(z) est proche de £. Par soucis d’unification, on introduit la notion de voisinage.
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2. Voisinages

Proposition. (*) Soit u € RY et £ € R alors limu = £ si, et seulement si, pour tout voisinage
Vy de €, il existe un entier ng tel que Yn > ng, f(x) € Vy; c’est-a-dire si, et seulement si,

YV, € V({), Ing € N :Vn > ny, f(z) € V.

Proposition. (*) Soit a € I et £ € R alors f admet une limite £ en a si, et seulement si, pour
tout voisinage Vy de £, il existe un voisinage V, de a dans tel que Yo € Vo, NI, f(x) € Vi,
c’est-a-dire st, et seulement st,

YV, e V), AV, € V(a) : Yz € VNI, f(x) € V.

Définition. Soit a € 1. On appelle voisinage de a dans I toute intersection de I et d’un voisinage
de a.

Proposition. Soit a € I alors tout voisinage de a dans I est non vide et non réduit a un point.

Définition. Soit a € 1. On dit qu’une propriété sur f est vraie au voisinage de a si elle est vraie
sur un voisinage de a dans I.

Proposition. Soit a € R. Lintersection de deux voisinages de a est un voisinage de a.
Proposition. Soit (a,b) € R’ Sia #£ b, alors il existe V, un voisinage de a et Vi un voisinage
de b disjoints.

I1. Propriétés

Proposition. (*) Si f admet une limite £ € R en a € I alors celle-ci est unique.
On note £ = lim f(x) ou £ = limf
r—a a

Proposition. Si f admet une limite en a € I alors celle-ci est égale 4 f(a)

Proposition. (*) Si f admet une limite finie en a € I alors f est bornée au voisinage de a.

Proposition. (*) Si f admet une limite strictement positive en a € I, alors f est strictement
positive au voisinage de a.

Corolaire. Si f admet une limite | en a € I et si M > 1 (resp. m < 1), alors, au voisinage de a,
f est magjorée par M (rep. minorée par m).

Proposition. Si f est positive au voisinage de a et admet une limite en a alors cette limite est
positive.

Corolaire. Si f est majorée par M (respectivement minorée par m) au voisinage de a et admet
une limite en a alors limf < M (respectivement limf > m).
a a

Si f et g admettent des limites en a et si f < g au voisinage de a alors limf < limg.
a a

Remarque : Les inégalités strictes ne passent pas a la limite.

ITI. Limites & droite et a gauche

Définition. Soit a € I NR tel que a ne soit pas la borne droite de 1.
On dit que f admet une limite £ € R & droite en a si Jinja 400 admet une limite £ en a.



Remarque : Pour que f admette une limite a droite en a € I, il faut que f soit définie a droite
de a.

Remarque : Si a = —o0, alors les notions de limites & droite en a et de limite en a coincident.
Remarque : Sia = Inf(I) et si f n’est pas définie en a, alors les notions de limites & droite en
a et de limite en a coincident.

Sia=Inf(I) et si f est définie en a, alors les notions de limites & droite en a et de limite en a
ne coincident pas forcément.

Remarque : Comme a ¢ IN]a,+oo[, méme si f est définie en a et admet une limite & droite en
a, cette limite n’est pas nécessairement égale a f(a)

Par exemple, la fonction f : z — E(—z) posséde une limite a droite en 0 qui vaut —1 et pas f(0).

Traduction : (*) B
— Si £ € R alors f admet une limite ¢ & droite en a € I si

Ve>0,In>0:Veel,a<z<a+n=|f(z)—{<e
— Si ¢ = 400 alors f admet une limite £ & droite en a € I lorsque
VMeR, In>0 :Veel, a<z<a+n= flz)>M
— Si /= —oo alors f admet une limite ¢ & droite en a € I lorsque
VM eR, In>0:Veel,a<zx<a+n= flr)<M
Proposition. Si f admet une limite £ € R & droite en a € I alors celle-ci est unique.
On note { = lim f(x) ou £ =limf
r—ra, r>a at

Définition. On dit que f admet une limite ¢ € R 6 gauche en a € INR si J|1n]=o0,a] @dmet une
limite ¢ en a.

Remarque : Pour que f admette une limite & gauche en a € I, il faut que f soit définie &
gauche de a.
Traduction :

— Si ¢ € R alors f admet une limite ¢ & gauche en a € T si

Ve>0,In>0:Veel,a—n<z<a=|f(z)—¥{<e
— Si ¢ = 400 alors f admet une limite £ & gauche en a € I lorsque

VMeR, In>0:Veel,a—n<z<a= flzr)>M
— Si ¢ = —o0 alors f admet une limite £ & gauche en a € I lorsque

VMeR, In>0:Veel,a—n<z<a= flr)<M

Proposition. Si f admet une limite { € R a gauche en a € I alors celle-ci est unique.
On note { = lim f(z) ou £ =limf
r—a, r<a a—

Proposition. (*) Sia est un point intérieur de I, alors f a une limite en a si et seulement si f
a des limites a droite et a gauche en a qui sont égales a f(a).

Extension : Soit f définie sur I\ {a}.

On dit que f admet une limite & gauche (resp. & droite) en a si f|r)—oo,a[ (T€SD. f|1]a,+o00[) @dmet
une limite en a.admet une limite £ en a.

On dit que f admet une limite en a si elle admet des limites & droite et & gauche en a qui sont

égales.
sin x

Exemple : z —



IV. Opérations sur les limites

Théoréme. Caractérisation séquentielle (*)
Soit a € I alors f admet une limite £ € R si et seulement si

Vu € IV, limu = a = lim f(u,) = ¢

Proposition. Soit f et g admettant des limites £ € R et ' € R en a € R et si £ + (' n'est pas
une forme indéterminée, alors im(f +g) =0+ /',
a

Proposition. Silimf = 400 et si g est minorée au voisinage de a alors im(f + g) = +00.
a a

Corolaire. Si limf = —oo et si g est majorée au voisinage de a alors imf + g = —o0.
a a

Proposition. Soit f et g admettant des limites { €R et £/ € R en a € R et si (0’ nest pas une
forme indéterminée, alors lim(fg) = ¢¢'.
a

Théoréme. Soit f et g telles limf = 400 et que g soit minorée au voisinage de a par m > 0
a

alors limfg = +o0.
a

1 1
Proposition. Silimf = ¢ € R* alors 1/f est définie au voisinage de a et lim— = 7
a a

1 1
Proposition. Silim|f| = +oo alors 1/f est définie au voisinage de a et im— = 7
a a

_ 1
Proposition. Si f ne s’annule pas au voisinage de a € I et si limf = 0 alors lim ’f‘ = +00.
a a

Théoréme. Soient f et g respectivement définies sur I et J telles f(I) C J.
Silimf = ( et li;ng = (' alors limgo f = ¢'
a a

V. Théoréme d’existence de limites

Théoréme. Théoréme d’encadrement
Si f < g < h au voisinage de a et silimf =limg = /¢ € R alors limf = £.
a a a

Théoréme. Théoréme de comparaison
Si f < g au voisinage de a et si limf = 400 alors limg = +oo.
a a

Si f < g au voisinage de a et si limg = —oo alors limf = —oo.
a a

Théoréme. Théoreme de la limite monotone : (*)
Soit f croissante sur I. Notons s = sup(I) (resp. i = inf(I)) si I est magjoré et s = 00 (resp.
i = —00) sinon. On a alors :
— [ admet une limite a gauche en s. Cette limite est finie et égale a sup{f(x),x € IN|—o0, s[}
st f est majorée et égale & +00 sinon.
— f admet une limite a droite en i. Cette limite est finie et égale a inf {f(x),z € IN]i, 400}
st f est minorée et égale 6 —oo sinon.
— f admet une limite a droite et a gauche en tout point intérieur de I et f(a™) < f(a) <

fa®).

Remarque : Si f est croissante et définie en s, alors, elle posséde une limite finie & gauche en s
car f est alors majorée par f(s).



VI. Extension aux fonctions complexes

Dans cette partie f est une fonction définie sur I valeurs dans C.

Définition. Soit a € 1.
— Sia €R, on dit que f admet une limite finie £ € C en a lorsque

Ve>0,3dn>0 :Veel, [x—a|<n=|flx)—{ <e
— Sia=+o0, on dit que f admet une limite finie £ € C en a lorsque

Ve>0,dIM eR : Vxel, x> M= |f(x)— ¥ <¢
— Sia=—o00, on dit que f admet une limite finie £ € C en a lorsque

Ve>0,IM eR : Veel, x <M=|f(x)—{<e

On note f(x) — L.

T—a

Remarque : La définition ne change pas mais cette fois, |.| désigne le module et plus la valeur

absolue.

Remarque : Pour une fonction & valeurs complexes, on n’écrit pas limf = 400 mais on peut
a

écrire lim|f| = 400
a

Proposition. Si f admet une limite £ € C en a € I alors celle-ci est unique.
On note £ = lim f(x) ou £ = limf
r—a a

Proposition. Si f admet une limite en a € I alors celle-ci est égale a f(a)
Proposition. Si f admet une limite finie en a € I alors f est bornée au voisinage de a.
Théoréme. Soit a € I et £ € C alors

li(llrnRef = Re/

limf=¢ <
a limIm f =1Im/¢

Proposition. Soit f et g admettant des limites complexes ¢ et I en a € R alors imf +g = (+ /'
a
et limfg = 00
a

1
Proposition. Si limf = ¢ € C*, alors la fonction — est correctement définie au voisinage de a
a

1
et lim— = —.

1
o f 0



VII. Comparaison de fonctions

Dans cette section, on s’intéresse a des fonctions définies au voisinage de a € R mais pas néces-
sairement en a.

Elles sont donc définies sur D de la forme [a — h,a + h| ou [a — h,a + k] \ {a} ou [a,a + h] ou
la,a+ h] ou [a — h,a] ou [a — h,a[ si a € R, ou de la forme [M, +o0o[ si a = +00 ou de la forme
| —o00,M[sia=—c.

On se limite & des fonctions ne s’annulant pas sur D.

1. Fonctions dominées

Définition. On dit que f est dominée par la fonction g au voisinage de a lorsque la fonction f /g
est bornée au voisinage de a.

Proposition. f = O(1) <« f est bornée au voisinage de a
Proposition. Si f = O(g) et liamg =0 alors liCILng =0.
Proposition. Transitivité
f=0(g) etg=0(h) = [=O0(h)
Proposition. Combinaison linéaire
f=0() etg=0(h) = Y(\ue C%  Af+ug = 0(h)
Proposition. Produit

[=0(g) eth=0() = fh=0(g0)

a
Proposition. Quotient Soit f et g deux fonctions ne s’annulant pas au voisinage de a, alors
1 1
f=0(g) <« g;O<f>

Proposition. Puissance positive
Soit f et g deux fonctions strictement positives au voisinage de a et o € RT™* alors

f=0lg) & f*=0(")

a

2. Fonctions négligeables

Définition. On dit que f est dominée par la fonction g au voisinage de a lorsque lim f/g =0 .
a
Proposition. f =0(1) < lim,f=0
a
Propriétés similaires aux fonctions dominées

Proposition. Croissance comparées

V(a,8) e RY* xR, (Inz)? = o(z®)

o

V(a,\) € R x R, 2% = o(e??)

o

1
Y(a,8) e R™ xR, |lnz[’ =0 (>

1-0[



3. Fonctions équivalentes
Définition. On dit que f est équivalente a la fonction g au voisinage de a silim, f/g = 1.

On note f ~ g
a

Proposition. La relation ~ est une relation d’égquivalence
a

Proposition. Ona f—g=o(f) & f ~g

Propriétés similaires aux fonctions dominées
équivalent d’un polynéme en 0 et +oo, équivalent d’une fraction rationnelle

Proposition. Siles fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de a alors elles sont de méme
signe au voisinage de a.

Proposition. Si f ~ g et lim, f =¥, alors lim, g = /¢
a
Proposition. Soit £ € C*alors f ~{ << lim, f=/¢
a

Remarque : f ~ 0 signifie que f est nulle au voisinage de a. Si 'on tombe sur ce résultat c’est
surement que l'on a fait une erreur comme sommer ou soustraire des équivalents.

Remarque : Ne jamais sommer des équivalents. Quand on veut sommer il faut repasser par
des o.

Proposition. Si f est dérivable en a et si f'(a) # 0 alors f(z) — f(a) ~ f'(a)(z — a)
Proposition. (*) sinx el tan x v In(1+ z) v exp(z) — 1 T, (1+2)*—1 ~az

$2

Proposition. (*) cosz —1 Sl



