Arithmétique dans Z

I. Division euclidienne dans 7Z

Définition. Soit (n,p) € Z? on dit que p divise n ou que p est un diviseur de n ou que n est un
multiple de p et l'on note p/n s’il existe un entier relatif q tel que n = pq.
L’ensemble des multiples de p est noté pZ = {pq, q € L}

Remarque : Ainsi, 0 est un multiple de tous les entiers et tous les entiers divise 0.
Par contre, n’a qu'un seul multiple : lui-méme.
Remarque : Si p divise n et si n est non nul, alors |p| < |n|.

Définition. Deux entiers relalifs n et p sont dils associés lorsque n/p et p/n.
Proposition. Deuz entiers relatifs n et p sont associés si et seulement si n = +p.
Proposition. Soit (n,p) € Z? alors p divise n si et seulement si nZ C pZ.

Théoréme. (*) Soient (m,n) € Z x N*.
Il existe un unique couple d’entiers (q,r) € Z X N tels que 0 <r <m et m =nq+r.
On dit que r est le reste de la division Euclidienne de m par n et que q en est le quotient.

Théoréme. (*) Tout sous-groupe de 7 est de la forme aZ avec a € N unique.

II. PGCD et PPCM
1. PGCD

Définition. Soient a el b deuz entiers naturels non nuls. On appelle Plus Grand Diviseur Com-
mun de a et b et l’on note pged(a,b) ou a \b, le plus grand des diviseurs communs a a et b.

Remarque : Cette définition a un sens car ’ensemble des diviseurs communs & a et b est une
partie de Z non vide (elle contient 1) et majorée par a (car a # 0). Elle posséde donc un plus
grand élément.

En pratique pour obtenir le PGCD de deux entiers naturels a et b non nuls tels que a < b, on
utilise ’algorithme d’Euclide.
On pose g = b, 11 = a, 19 = 1% et tant que 7 est non nul, 7511 = rp_1%r.

Proposition. (*) L’algorithme d’Euclide se termine et le dernier reste non nul est égal a a \b.

Proposition. (*) Soient a et b deuz entiers naturels non nuls.
Lensemble aZ + bZ = {au + bv, (u,v) € Z*} est un groupe égal & (a A\ b)Z.

Théoréme. (*) avec l’algorithme d’Euclide et avec les groupes

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Leur PGCD vérifie les propriétés suivantes :
— pgcd(a,b) est un diviseur commun & a et b
— tout diviseur commun & a et b divise pged(a,b)

De plus il existe des entiers relatifs u et v tels que a AN b = au + bv

Cette relation est appelée relation de Bézout.



Définition. Si a et b sont deux entiers relatifs non nuls, alors on appelle PGCD de a et b celui
de |al| et |b]
Sia € Z* alors a N0 = a.

Remarque : Il 1’y a pas de plus grand diviseur de zéro donc on ne peut pas parler du PGCD
de 0 et 0.
Remarque : Soient (a,b) € Z? et ¢ € N alors ¢ = a A b si et seulement si

c/a, c¢/b et YdeZ, (d/aetd/b)=d/c

On dit que le PGCD de a et b est le plus grand diviseur positif de a et b au sens de la divisibilité.
Remarque : Soient (a,b) € Z? et ¢ € N alors ¢ = a A b si et seulement si

VdeZ, (d/aetd/b)<d/c
Définition. Deuz entiers relatifs a et b sont dits premiers entre eux st aNb=1

Proposition. (*) Soient (a,b,c) € Z2 alors (ac) A (be) = |c|(a A b)

b Ab
Proposition. (*) Soient (a,b) € Z?* et d un diviseur commun a a et b alors % A i a y
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2. PPCM

Définition. Soient a et b deuz entiers naturels non nuls. On appelle Plus Petit Multiple Commun
de a et de b et noté ppcm(a,b) ou a Vb, le plus petit des multiples strictement positifs communs
G a etb.

Remarque : Cette définition a un sens car ’ensemble des multiples strictement positifs communs
a a et b est une partie de N non vide (elle contient ab car a # 0 et b # 0). Elle posséde donc un
plus petit élément.

Définition. Si a et b sont deux entiers relatifs non nuls, alors on appelle PPCM de a et b celus
de |a| et |b]

Théoréme. (*) Soient (a,b) € (Z*)* et ¢ € N alors ¢ = a V' b si et seulement si

— ¢ est un multiple commun & a et b
— tout multiple commun & a et b est un multiple c

Remarque : Soient (a,b) € (Z*)* et ¢ € N alors ¢ = a V b si et seulement si
a/c, blc et VmeZ, (a/metb/m)=c/m

On dit que le PPCM de a et b est le plus petit multiple strictement positif commun de a et b au
sens de la divisibilité.

Proposition. (*) Soient (a,b,c) € Z2 alors (ac) V (bc) = |c|(a V b)

aVb
d

Proposition. (*) Soient (a,b) € Z* et d un diviseur commun a a et b alors % \Y% g=

Proposition. (*) Soient (a,b) € Z* alors (a Ab)(aV b) = |ab]



I11. Entiers premiers entre eux

Proposition. (Théoréme de Bezout) (*)
Soit (a,b) € Z2 alors a et b sont premiers entre eur si et seulement si I(u,v) € Z? : au+bv = 1.

Corollaire. (*) Soit (ay,...,a,,b) € Z' tel que Vk € [1,7], ax Ab= 1. Alors <H ai> Ab=1.
k=1

Remarque : La réciproque est évidemment vraie.
Proposition. (Lemme de Gauss) (*) Soit (a,b,c) € Z2 alors (a/bc et a Ab=1) = a/c

Proposition. (Forme irréductible d’un rationnel ) Soit r € Q alors
| «.,._ D _
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On dit alors que p/q est la forme irréductible de r.
Corollaire. (*) Soit (ay,...,a,,b) € Z"™ 1 tel que

Yk € [1,7], ap/b et Y(k, k') € [1,7]%, k# kK = ax Nag =1
alors H ay/b.

k=1

Corollaire. Sinj Ang =1, alors ¥(a1,a2) € N2, n{* Any? = 1.

IV. Nombres premiers

Définition. Un entier naturel p est dit premier s’il a ezactement deux diviseurs dans N, 1 et
lui-méme.

Remarque : 1 n’est pas premier.

Proposition. Soit (n,p) € N2 tel que p soit premier alors soit p/n soit p An = 1.
Proposition. (*) Tout entier n > 2 posséde un diviseur premier.

Théoréme. (*) Il existe une infinité de nombres premiers.

Théoréme. (*) Tout entier naturel non nul se décompose de facon unique, & l'ordre prés, en
produit de nombres premiers.

Remarque : Par convention 1 est le produit de zéro nombre premier
Remarque : Par convention, un nombre premier est le produit d’'un nombre premier.
Remarque : Le théoréme se traduit ainsi : pour tout entier naturel n non nul, il existe » € N et

T
des nombres premiers p; < ... < p, et des entiers naturels non nuls aq,..., a, tels que n = H Py
i=1
et 'il existe des nombres premiers ¢; < ... < gs et des entiers naturels non nuls f51,..., 8 tels que

S
n= qul alors r = s et pour tout i € [1,7], ¢ = p; et a; = ;.
i=1

Définition. Soit n € N* et p un nombre premier. On appelle valuation p-adique de n, Uentier

vp(n) = max{k € N, p*/n}

Proposition. Pour tout n € N*, on an = H pUr().
p premier



Proposition. (*) Soit (a,b) € N? alors
oplab) = vp(@) +0p(8) et vpla+b) > minuy(a), (b))
Si vp(a) # vp(b) alors l'inégalité est une égalité.
Proposition. Soit (a,b) € N? alors a/b ssi, pour tout nombre premier p, on a vy(a) < v,(b).

Proposition. Soit (a,b) € N? tels qu’il existe des nombres premiers p1 < ... < p, et des entiers

T T
naturels aq,..., o et B1,..., Bs tels que a = leal et b= le-i alors :
i=1 i=1

r r
aAb— Hp;rmn(oéiﬁz‘) et aVb= leirnax(oai,ﬁi)
i=1 =1

V. Congruences
Définition. Soit n € N. On définit sur Z la relation de congruence modulo n par
Y(a,b) € Z®, a=bln] = b—acnl

Proposition. Soit n € N alors la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence
possédant n classes d’équivalence.

Proposition. Soit n € N et (a,d’,b,b') € Z* alors

a=d[n] a+b=d +V[n]
{bzb'[n] - { ab = a'bt'[n]

Théoréme. (*) Théoréme chinois : Soit (m,n) € (N*)? premiers entre eus.

Pour tout (a,b) € Z2, il existe c € Z tel que ¢ = a[n] et ¢ = bim)].
Cet entier ¢ n'est pas unique. Plus précisément, {k € Z : k = a[n] et k =b[m|} = c+nmZ

Proposition. (*) Soit n € N tel que n > 2 alors
: n
n est premier < Yk € [1,n—1], <k‘> = 0[n]
Théoréme. (*) (Petit théoréeme de Fermat) Soit p un nombre premier alors

Vn e N, nP =n|p|

ce qui est équivalent @
VneN, nAp=1=nP"1=1[p



