Espaces vectoriels

Dans ce chapitre K=R ou K = C.

1. Définitions

Définition. Un K-espace vectoriel est un ensemble, F, muni d’une loi de composition interne
+ et d’une loi de composition externe K x E — E, (\,x) — X -z telles que
— (E,+) est un groupe commutatif
— VO eRE Ve eE, A+p)-x=\z+u-z,
— VO p) €eRE Vo e E, (Au)-x=X(u-z),
— VA EK, Y(z,y) €E? X-(z+y)=X-z+)\-y,
—VreFE, 1lgx-x=uzx.
Les éléments de K sont appelés scalaires, ceux de E sont appelés vecteurs.
L’élément neutre de la loi + est appelé vecteur nul.
Etant donné un vecteur x, son inverse pour la loi 4+ est appelé opposé de = et noté —x.

Exemple. R, R? et RR sont des R-espaces vectoriels pour les lois usuelles.
C est un C-espace vectoriel et un R-espace vectoriel.
K[X] Uensemble des polynémes a coefficients dans K est un K-espace vectoriel.

Proposition. (*) Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et (\,z) € Kx E. On a alors :

— Ok -z =0pg, — ANx=0 = AN=0g ou z=0g.

II. Deux cas importants

Proposition. (*) Soient (E1,+1,1) et (E2,+2,2) deuzr K-espaces vectoriels.
Alors E1 X Ey munies des lois + et - définies par :

V ((21,22), (y1,92)) € (B1 x E2)*,  (w1,22) + (y1,92) = (w141 91,22 +2 o)
V(x1,22)E1 X B, VAEK,  A-(21,72) = (A 121, A 2 72)
est un K-espace vectoriel, appelé espace vectoriel produit

Exemple. pour tout n € N*, K" est un K espace vectoriel pour l'addition et la multiplication
usuelles définie par

V (a1, ...,an), (b1, ..., bp)) € (KM?, (a1, ..., an) + (b1, ..., bp) = (a1 + by, ... an + by)
et de la multiplication externe usuelle - définie par
V(al,....,an) K", VA €K, X-(a1,....,an) = (Aay, ..., Aay)
est un K espace vectoriel.

Proposition. (*) Si E est un K ev et X une partie quelconque, alors F(X, E) est un K-ev pour
les lois usuelles

Exemple. K l'ensemble des suites a valeurs dans K et, plus généralement, F(D,K) sont des
K-espaces vectoriels.



I11. Sous-espaces vectoriels

Définition. Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel et F' une partie de E.
On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si F' est stable par les lois + et - et si F est un
espace vectoriel pour les lois induites.

Proposition. (*) Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel et F' une partie de E alors F est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si

— Og € F,

— VY(z,y) € F?, x+y€F,

— VAeK, VzeF, AN-zxz€eF.

Remarque : L’hypothése Op € F' peut étre remplacée par F' non vide.

Proposition. (*) Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel et F' une partie de E alors F est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si

— Og € F,

— VY(z,y) € F2YA €K, N-ax+ycF.

Exemple. (*)

K, [X] lensemble des polynéomes a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n est un
K-espace vectoriel.

C"(D,K) et D™"(D,K) sont des K-espaces vectoriels.

{f € RR paire} et {f € RR Zmpaire} est un R espace-vectoriel.

{f € RR périodique de période mtionnelle} est un R espace-vectoriel.

{f € RF s’annulant en 7r} est un R espace-vectoriel.

{f € D2(R,K) : f" +5f —2f = 0} est un K espace-vectoriel.

{u ceKN : VneN, Up42 + Up = O} est un K espace-vectoriel.

Définition. Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel et x1, ...,x,, 7 vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire des vecteurs x1, ...,x, tout vecteur de la forme

Z)‘ixi avec (A1,...,\) € K".
i=1

Définition. Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel et (z;)icr une famille quelconque de vecteurs
de E. On appelle combinaison linéaire des vecteurs (x;)ics tout vecteur de la forme Z/\ixi ot
la famille (N;)icr n’a qu’un nombre fini de termes non nuls. On dit que la famille Z(E){i)iej est
presque nulle.
On note KU les suites de scalaires presque nulles. Les combinaisons linéaires des vecteurs (x4)ier
sont donc les vecteurs de la forme Z Mg avec (N;)ier € K@,
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Corollaire. (E,+,-) un K-espace vectoriel et (x;);c; une famille quelconque de vecteurs de E.
Toute combinaison linéaire de vecteurs de E appartient o E.

Proposition. Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel et F' une partie de E alors F est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si

— Og € F,

— F est stable par combinaison linéaire.

IV. Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition. (*) Intersections d’espaces vectoriels

Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel et (F;);.; une famille de sous-espaces vectoriels de E alors ﬂ F;
el

est un sous-espace vectoriel de E.



Remarque : En particulier, 'intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace
vectoriel. L’union de deux sous-espaces vectoriels Ej et FEs est un sous-espace vectoriel si, et
seulement si, £y C Ey ou Ey C Ej.

Corollaire. (*) Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et A une partie de E alors il existe un plus
petit sous-espace vectoriel de E au sens de l'inclusion contenant A.
Il est appelé sous-espace vectoriel de E engendré par A et noté Vect(A).

Proposition. Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel el x € E.
Le sous-espace vectoriel Vect({x}) est égal a {\-x, A\ € K}. Il est noté Vect(z) ou Kz.

Remarque : Lorsque = # O, Kx est appelée la droite engendrée par x.
Proposition. (*) Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel et x1, ...,x,, r vecteurs de E.
T
Le sous-espace vectoriel Vect({x1, ...,z } est égal a {Z MeTly (A1, M) € KT}.
k=1

Il est noté Vect(xq, ..., z,).

Exemple. Si E = C et K=R alors Vect(2) = R.
Si E =C et K= C alors Vect(2) = C.
Si E =R3 et K =R alors Vect((1,0,0),(0,1,0)) = {(x,9,0), (z,y) € R?}.

Proposition. (*) Soit (E,+,-) un K-ev et (z;)icr une famille quelconque de vecteurs de E.

Le sous-espace vectoriel Vect({x;, i € I}) est égal a Z ATk, (Ni)ier € K(I)}.
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Corollaire. Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et A une partie de E alors Vect(A) est l’ensemble
des combinaison linéaires des vecteurs de A.

Exemple. K[X] = Vect(X", n € N).

V. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition. Somme d’espaces vectoriels
Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel (E,+,-).
On appelle somme des sous-espaces vectoriels Fy et Fy ’ensemble

Fi+ Fy = {z1+ 22, (x1,22) € F1 x F3}

Remarque : Soient = et y deux vecteurs, on a Kz 4+ Ky = Vect(z, y).
Plus généralement, étant donnés n vecteurs (x1, ..., zy), pour tout r € [1,n — 1], on a :

Vect(x1, ..., xy) = Vect(x1, ..., x,) + Vect(py1, ..., Tn).

Proposition. (*) La somme de deuz sous-espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel E
est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sev de E contenant Iy et Fy.

Corollaire. (*) Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et (A, B) € P(E)? alors
Vect(A U B) = VectA + VectB
En particulier, ¥(z,y) € E?, Vect(z,y) = Kz + Ky
Corollaire. Soient Fy et Fs deuz sous-espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel E alors

Fy + F» = FE si et seulement si Vo € E, I(x1,22) € Fy X Fy : © = x1 + 2o c’est-a-dire si, et
seulement si, Uapplication Fy X Fy — E,| (x1,22) — o1 + x2 est surjective



Définition. Soient Fy et Fs deuz sous-espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel . On
dit que les sous-espaces vectoriels Fy et Fy sont en somme directe st

Vo € F| + Fb, 3!(1‘1,%2) eI xFy : =x1+ 2o

c’est-a-dire si si et seulement si Uapplication Fy x Fy — E, (x1,22) — x1 + x2 est injective.
Dans ce cas, F1 + Fy est noté Fy @ Fs.

Proposition. (*) Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel E.
Les sous-espaces vectoriels Fy et Fy sont en somme directe si et seulement si F1 N Fy = {0g}.

Définition. Soient F1 et Fy deuz sous-espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel E.

On dit que les sous-espaces vectoriels Fy et Fy sont supplémentaires s’ils sont en somme directe
et si 1@ Fy = E c’est-a-dire si Vo € E, I(r1,22) € Fy X Fy : x = x1 + x2 c’est-a-dire si
Uapplication Fy x Fy — E, (x1,x2) — x1 + T2 est bijective. c’est-a-dire si tout vecteur de E se
décompose de facon unique comme la somme d’un vecteur de Iy et d’un vecteur de Fs.

Corollaire. Soient Fy et Fs deuz sous-espaces vectoriels d’un méme K-espace vectoriel E alors
F\ @ F» = E si el seulement si Uapplication

Fy x Fy — E, (xl,wg) — 1+ 9

est bijective



