Matrices

Dans ce chapitre K=R ou K = C; n et p sont des entiers non nuls.

I. Définition et structure d’espace vectoriel

Définition. On appelle matrice ¢ n lignes et p colonnes a coefficient dans K, tout élément de
KILnIx[1Lp]

On la représente sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes.

L’élément a Uintersection de la iéme ligne el de la j éme colonne, c’est-a-dire l'image de (i,7)
est noté A; j ou a; j, et appelé coefficient d’indice (i,7).

On utilise une notation indicée plutdt qu’une notation fonctionnelle. Si A est une matrice 4 n
lignes et p colonnes, on écrit :

a1 ai2 ... aryj ... a1.p
a271 azs ... ag,j e a27p
A= (a;;)i ou A= (a;j)1<i<ni<j<p 0u A=
37 (2,7)€L,n] x|1, 1,7 )1<i<n;1<5<p )
( j) [[ ]] [[ p]] CLi71 CLZ72 (17;7]' CLZ’J,
Gn,1 Gn2 --- anj --- Gn,p

L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes est noté M, ,(K).

Définition. Si p =1, alors on parle de matrice colonne.
Sin =1, alors on parle de matrice ligne.
Sin =p, alors on parle de matrice carrée. L’ensemble M, ,(K) est alors noté M,,(K).

Définition. Soit (n,p) € (N*)2. Pour tout (i, 5) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de taille n x p
dont tous les termes sont nuls sauf celui o l'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne
qui vaut 1. Ainsi, pour tout (k,f) € [1,n]?, on a (Eij)po = i

Proposition. M,, ,(K) = F([1,n] x [1,p],K) est un K-ev.

Proposition. M,, ,(K) est un K-ev de dimension n x p.
La famille (Ei ;)i <<, 1< <, €St la base canonique de My, ,(K).

Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite diagonale si
V(i, ) € [1,n]? i #j = a;ij = 0.
L’ensemble des matrices diagonales de taille n est noté D, (K)
Proposition. D, (K) est un K-ev de dimension n. La famille (E;;), ., en est une base.
Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite triangulaire supérieure si
V(i,j) € [1,n]? i >j = a;ij =0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T, (K)

Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite triangulaire inférieure si
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V(i,7) € [1,n]?, i < j = aij = 0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T, (K)
Définition. Une matrice carrée A € M,,(K) est dite triangulaire supérieure stricte si
V(i,j) € [1,n]? i >j = a;ij =0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté 7,7+ (K)
Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite triangulaire inférieure stricte si
V(i,j) € [1,n]? i <j = a;; =0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T, ~(K)

Proposition.
T (K) est un K-ev de dimension n(n +1)/2. La famille (Eij)1<j<icn €n est une base.
)

T, (K) est un K-ev de dimension n(n + 1)/2. La famille (E; ; 1<i<i<n

TP (K) est un K-ev de dimension n(n — 1)/2. La famille (Eij)i<jcicn €N est une base.

T~ (K) est un K-ev de dimension n(n —1)/2. La famille (Eij) <, ;<, €n est une base.

en est une base.

Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite symétrique si
V(Z>]) S [[Ln]]27 Gij = Qjyi-
L’ensemble des matrices symétriques de taille n sera noté S, (K)

Théoréme. S, (K) est un K-ev de dimension n(n +1)/2.
La famille (E; j + Ejvi)1<j<i<n en est une base.

Définition. Une matrice carrée A € M,,(K) est dite antisymélrique si
V(i) € [Lnl?, aij = —aj;.
L’ensemble des matrices antisyméiriques de taille n sera noté A, (K)

Théoréme. A, (K) est un K-ev de dimension n(n —1)/2.

La famille (E;; — Ej;) en est une base.

1<j<i<n

Proposition. A, (K) et S, (K) sont supplémentaires dans M, (K).

Définition. On appelle transposé d’une matrice A € M, ,(K), la matrice 'A € M, ,(K) telle
que V(’L,j) € [[17])]] X [[1777’]]; (tA)iyj = aj,i-

Proposition. Pour tout A € M, ,(K), ' (*A) = A.

Proposition. Pour tout A € M, (K),

AeTrHK) & "4 e T (K).

AeS,(K)&e A=A,

Ae A, (K)= A= —A.

Proposition. L’application M,, ,(K) = M, ,(K), A+ 'A est un isomorphisme.

Corollaire. I application M, (K) — M, (K), A — 'A est une symétrie vectorielle.
On retrouve M, (K) = 5,(K) ¢ A, (K).



I1. Produit matriciel

Définition. Soit A € M, ,(K) et B € M,,4(K). On définit la matrice AB € M,, 4(K) par :

p
V(Z,]) € [[17])]] X [[17Q]]7 (AB)LJ = Zai,kbk,j
k=1

Proposition. Soit A € M, ,(K) et B€ M, ((K). On a "(AB) = 'B'A
Proposition. V(i,j) € [1,n]?, E;jExs= dinEie
Proposition. (M, (K),+, x) est un anneau (non commutatif si n > 2 et non intégre).

Proposition. Formule du binéme de Newton
Soient (A, B) € M, (K)? telles que AB = BA alors pour tout entier r,

(A+B)" = kzzo <1:> Akpr=k

Proposition. Formule de Bernoulli
Soient (A, B) € M,,(K)? telles que AB = BA alors pour tout entier r,

r—1
A" — B" = (A - B) (Z AkBrlk)
k=0

Proposition. D, (K), 7,7 (K), 7,7 (K), T,/ T (K) et 7,;~ (K) sont stables par produit.
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Corollaire. D, (K), 7,7 (K) et 7,7 (K) sont des sous-anneauz de M, (K).

Définition. L’ensemble des matrices inversibles de (M, (K), +, x) est noté GL,(K).
Proposition. (GL,(K), x) est un groupe.

Corollaire. Soit (A, B) € GL,(K)2. On a (AB)"! =B71 A1

Proposition. Si A € GL,(K) , alors {(A71) = (tA)~!

Proposition.

L’opération élémentaire C; <— \C; revient & multiplier & droite par I, + (A — 1)Ei,i.

L opération élémentaire C; <+ C; revient & multiplier a droite par I, — E;; — E;j + E; j + Ej;.
L’opération élémentaire C; <— C; — AC revient a multiplier a droite par I, — A\Ej;.

Proposition.

L’opération élémentaire L; <— \L; revient & multiplier ¢ gauche par I, + (A — 1)E; ;.
L’opération élémentaire L; <+ L; revient a multiplier a droite par I, — E;; — F; ; + E; ; + Ej ;.
L’opération élémentaire L; <~ L; — AL; revient a mulliplier a droite par I, — \E; ;.

Savoir-faire : Utilisation pour trouver 'inverse d’une matrice.

ITI. Matrices et applications linéaires

1. Représentation matricielle.

Définition. Soit (v1,...,v,) € EP et B = (e, ..., e,) une base de E.
On définit la matrice de la famille de vecteurs (vi, ...,vp) dans une base B par
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Proposition. Soit E de dimension finie n de base Bg.
L’application E — M, 1(K), x — Matp,x est un isomorphisme.

Définition. Soit f € L(E,F'), Bg = (e1,...,ep) une base de E et Bp = (f1, ..., fn) une base de F
On définit la matrice de [ dans les bases Bg, Br par

n
Matp, B f = (aij)1<i<ni<j<n € Mnp(K) ou Vi€ [1,p], f(e;) = Zai,jfi
=1

Ainsi, pour tout j € [1,p], la j-éme colonne de Matg, g, f est Matg, f(e;).

Proposition. Soit E et F' de bases respectives Bg et Bp.
L’application L(E,F) — M, ,(K), f+— Matp, B, f est un isomorphisme.

Définition. Soit f € L(E), B = (e, ..., e,) une base de E. On définit la matrice de l'endomor-
phisme [ dans la base B par

n
Matgf = (aij)1<i<ni<j<n € Mnp(K) ot Vj € [1,p], f(e;) = Zai,jei
i=1

2. Propriétés

Proposition. Coordonnées de l'image d’un vecteur
Soit f € L(E,F), Bg = (e1,...,ep) une base de E et Bp = (f1,..., fn) une base de F.
Pour tout x € E, Matg, g.f x Matg,x = Matp, (f(x))

Proposition. Matrice d’une composée
Soit f € L(E,F), g€ L(F,G), Bg une base de E, Br une base de F' et Bg une base de G.
Ona:

MatBEyBG (g o f) = MatBF‘,BGg X M(ItBE,BFf

Proposition. Soit f € L(E,F). L'application linéaire f est inversible si, et seulement si, elle
est représentée par une matrice inversible.
Dans ce cas, pour toute base Bg de E et toute base Bp de F', on a

(Matp, 5, f)"" = Matg, 5, (7).

Proposition. Soit f € L(E), B = (e1,...,ey) une base de E.
La matrice de f dans la base B, Matgf, est diagonale si, et seulement si, pour tout i € [1,n] f
laisse stable Vect(e;) si, et seulement si, pour tout i € [1,n], il existe \; € K tel que f(e;) = Aie;.

Proposition. Soit f € L(FE), B= (e1,...,e,) une base de E.
La matrice de f dans la base B, Matgf, est triangulaire supérieure si, et seulement si, si, et
seulement si, pour tout i € [1,n] f laisse stable Vect(e,...,e;)

Proposition. Une matrice diagonale est inversible si, et seulement si, ses termes diagonauz sont

tous non nuls. De plus, si D est une malrice diagonale inversible, alors D™ est diagonale et,
1

pour tout i € [1,n], (D7) = .

vt Dy

)

Proposition. Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, ses termes diagonaus

sont tous non nuls.

De plus, si T est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) inversible, alors T~ est
. . L, . . L. . 1 o

triangulaire supérieure (resp. inférieure) et, pour tout i € [1,n], (T )“ = ﬁ

)



3. Application linéaire canoniquement associée & une matrice

Définition. Soit A € M, ,(K), on appelle application linéaire canoniquement associée & A
Vunique fa € L(My1(K), M, 1(K)) tel que Matg, ,5.,fa = A o By est la base canonique
de M, 1(K) et Bep celle de M, ;(K).

Onafa: Mp1(K) = M,1(K), X — AX

c,py

Remarque : On identifie souvent M, ;(K) et K?.

Définition. On appelle noyau de A, le noyau de Uapplication linéaire canoniquement associée
a A. Ainsi
KerA={X € M,;1(K) : AX =0}
Définition. On appelle image de A, limage de lapplication linéaire canoniquement associée
a A. Ainsi
ImA = {AX, X € M,1(K)} C M,1(K)

On appelle rang de A la dimension de son image.

Proposition. L’image de A est engendrée par ses matrices colonnes.

Proposition. Soit A € M, ,(K).
Si B € Gl,(K), alors rg(AB) =rg(A);
Si C € Gl (K), alors rg(CA) =rg(A);

Corollaire. Le rang d’une matrice est invariant par les opérations élémentaires suivantes :

o C; — Cj oL L
o (s + ACj avec A #0 o L; < AL; avec A #0
o C; + C; — A\Cj avec j # 1 o L;< L;i—\Lj avec j # i

Savoir-faire : calcul effectif du rang d’une matrice

Proposition. Soit A € M, ,(K) et f une application linéaire représentée par A, alors :
— f est surjective si, et seulement si, rgA =n ;
— [ est injective si, et seulement si, rgA =p;
— f est bijective si, et seulement si, rgA =n = p.

Corollaire. Une matrice carrée de taille n est inversible si, et seulement si, son noyau est réduit
au vecteur nul si, et seulement si, ses colonnes engendrent My, 1(K) si, et seulement si, son rang
vaut n.

Proposition. Soit A et B deuz matrices carrées de taille n telles que AB = I, alors les matrices
A et B sont inversibles et B = A1,
4. Changement de bases

Définition. Soient B et B' = (e}, ..., €},) deuz bases de E.
On appelle matrice de passage de B a B' la matrice

Pgp = MatB(e/l, ey 6;1) = Matp gldg

Il s’agit donc de la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la base B’ dans
la base B.

Proposition. Soient B et B = (e}, ...,e},) deuz bases de E.

/ / -1
Alors P8 € GL,(K) el (PB ) s

Proposition. Soient B et B = (¢}, ..., e},) deuz bases de E et x € E.
Si X = Matpz et X' = Matgx, alors X = Pg/X’



Théoréme. Théoréme de changement de bases.
Soient f € L(E,F), Bg et By, deuz bases de E, Br et By deuz bases de F. Alors

Matp, g [ = (PBF,B'F> x Matpg 5 f ¥ P, s,

formule que Uon retiendra sous la forme M’ = Q~'MP ou
M = MatB/E’B%f, M = M(ItBE’BFf7 Q = PBFyB% et P = PBE78/E‘.

Proposition. Théoréme de changement de bases pour les endomorphismes.
Soient f € L(E), B et B deuz bases de E, Alors

Matg f = (P&B/)_l X Matgf x Pg g ;
formule que 'on retiendra sous la forme M’ = P~'MP ou

M'= Matp f, M = Matgf et P = Pgp.

IV. Matrices équivalentes. Matrices semblables

1. Matrices équivalentes

Définition. Soit (A4, B) € M, ,(K)2. On dit que la matrice B est équivalente a la matrice A si,
et seulement s’il existe P € GL, et Q € GL, telles que B = Q 'AP.

Proposition. La relation R définie sur M, ,(K) par BRA si, et seulement si, B est équivalente
G la matrice A est une relation d’équivalence.

Proposition. Deuz mairices sont équivalentes si, el seulement si, elles représentent une méme
application linéaire.

Théoréme. Soit M € M, ,(K).

. . . . I 0pp—
La matrice M est de rang r si, et seulement si, elle est équivalente o J, = < " npr )
On—r,'r On—r,p—'r

Proposition. Deuz matrices de méme taille sont équivalentes si, et seulement si, elles sont de
méme rang.

Proposition. Soit A € M, ,(K). On a rg(*A) = rgA

Corollaire. Le rang d’une matrice est égal & la dimension de [’espace vectoriel engendré par les
lignes de la matrice.

2. Matrices semblables

Définition. Soit (A, B) € M, (K)2. On dit que la matrice B est semblable & la matrice A si, et
seulement s’il existe P € GL,, telle que B = P~1AP.

Proposition. La relation R définie sur M, (K) par BRA si, et seulement si, B est semblable a
la matrice A est une relation d’équivalence.

Proposition. Deuzr matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent un méme
endomorphisme.

Proposition. Calcul de puissance
Si B =P~ YAP, alors pour tout entier k, on a B¥ = P~1AFP

Exercice. Déterminer les formes linaires ¢ sur M, (K) telles que

V(A, B) € Mo(K)?, ¢(AB) = $(BA).



Définition. On définit la trace d’une matrice carrée comme la somme de ses coefficients diago-
navs

Proposition. Soit (A, B) € M,(K)?, on a Tr(AB) = Tr(BA)
Corollaire. Deux matrices semblables ont méme trace

Définition. On peut donc définir la trace d’un endomorphisme comme la trace de n’importe
quelle matrice le représentant.
Ainsi, si f € L(E), et si B est une base de E, alors Tr f =Tr Matpf.

Proposition. Soit (f,g) € L(E). On a Tr(go f) =Tr(fog).

Proposition. La trace d’un projecteur est égale a son rang.

V. Systéme linéaires

Soit A € My, k) et B € My 1(K). On considere le systéme AX = B i.e. on recherche les vecteurs
X € M, 1(K) tels que AX = B.
On peut voir 'ensemble des solution comme l'intersection de n hyperplans affines de M), ; (K)

Proposition. L’ensemble des solutions du systéme AX = B est soit vide soit un sous-espace
affine de direction KerA.
Lorsqu’il existe une solution, on dit que le systéme est compatible.

Proposition. Le systéeme AX = B admet des solutions si, et seulement si, B € ImA

Corollaire. Si rg(A) = n, alors le systéme AX = B admet une solution.
La réciproque est fausse.

Proposition. S le systéme est compatible, alors il y a unicité de la solution si, et seulement si,
KerA = {0} donc si, et seulement si, rgA = p.
Lorsque le systéme admet une unique solution, alors le systéme est dit de Cramer.

Corollaire. Sin = p, alors le systéme AX = B est de Cramer si, et seulement si, A € GL,(R).

VI. Matrices par blocs

1. Matrices par blocs

Proposition. Soit f € L(E) et B = (e1,...,e,) une base de E.
A

La matrice de f dans la base B est de la forme (
Ogn—g C

> si, et seulement si, le sous-espace

vectoriel F' = Vect(eq, ..., eq) est stable par f.
Dans ce cas, A = Mat,  c)fF ot filp : F— F, x— f(x) est 'endomorphisme induit par f
sur F.

Proposition. Soit f € L(F) et B = (e1,...,e,) une base de E.
A Ogn—q

La matrice de f dans la base B est de la forme ( B C

) si, et seulement si, le sous-espace

vectoriel F' = Vect(eg41, ..., en) est stable par f.
Dans ce cas, A= Mat,,, ... c)f|F

Proposition. Soit f € L(E) et B = (ey,...,e,) une base de E.
La matrice de f dans la base B est de la forme ( Og.n—r A> s1, et seulement si, on a ['inclusion

B C
[ (Vect(er,...,eq)) C Vect(ery1, ..., €en).



2. Matrices extraites

Définition. Une matrice extraite de A est une matrice obtenue en ne conservant que certaines
lignes et certaines colonnes de A.

Proposition. Une matrice extraite de A est de rang inférieur ou égal a rg(A).

Théoréme. Caractérisation du rang par les matrices carrées extraites.
Soit A € My, ,(K). La matrice A est de rang r si, et seulement si, A admel une matrice carrée
extraite de taille v inversible et si aucune matrice carrée extraite de taille > r n’est inversible.

3. Opérations par blocs
Proposition. Soit A€ My,, Be Mgy, C € My_q,, D€ M,_qp—, A€ My, B € M4,
C'e My et D' € My, q_s. Alors

A B\ (A B\ [ AA+BC' AB +BD

C D ¢ D ) \CA+DC CB +DD

Plus généralement, tous les produits ou combinaisons linéaires par blocs, pour peu qu’ils aient
un sens en terme de nombre de lignes et de colonnes, fonctionnent sur le méme modéle.



