Déterminants

Dans tout ce chapitre K =R ou C et p est un entier naturel supérieur ou égal & 2.

I. Formes p-linéaires alternées

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition. On appelle forme p-linéaire sur E toute application f de EP dans K telle que f
soit linéaire par rapport & chacune de ses variables i.e. pour tout k € [1,p] et pour toute fa-
mille (v1, .., Vk—1, V41, -, Vp) € EPL, Uapplication E — K, v = f(v1,.., V51,0, Vg1, -, Vp) est
linéaire.

Si p =2 on parle de forme bilinéaire. Si p = 3, on parle de forme trilinéaire.

Exemple.

f:C(0,1,K)? = K, (u,v) — fol uv est une forme bilinéaire sur C(]0, 1], K).

f: K2 =K, (z,y) — zy est une forme bilinéaire sur K.

f: K> =K, (z,y,2) — zyz est une forme trilinéaire sur K.

f (K2 =K, (z,9),(@,y)) = 2y + 2"y + 22’ est une forme bilinéaire sur K.

Proposition. Soit f une forme p-linéaire sur E alors
V(v1,...,0p) € EP, V( A1, .., Ap) €KP f(Av1, ., Apvp) = A1 X oo XA, X f(v1, .00, 0p)
V(v1,...,0p) € EP, VA €K, f(Avr, ..., vp) = NP f(v1, ..., 0p)
Remarque : En particulier, une forme p-linéaire non nulle n’est pas linéaire.
Proposition. L’ensemble des formes p-linéaires sur E est un K-ev
Définition. On dit qu’une forme p-linéaire sur E, f, est alternée lorsque
V(v1,...,vp) € EP, V(i,5) € [L,p]?, (i #j etvi=v;) = f(v1,...;05) =0

Proposition. Soit f une forme p-linéaire sur E. f est alors alternée si, et seulement st,
pour toute transposition T et pour tout (vi,...,vp) € EP, on a f(vr(1), -, Vr(p)) = —f(V1, ., 0p)
On dit que [ est antisymétrique.

Proposition. Soit f une forme p-linéaire sur E. f est alors alternée si, et seulement s,

V(’Ul, ...,’Up) € EP Yo e Sp, f(vg(l), ...,’UU(p)) = E(U)f(vl, ...,’Up)

Proposition. Soit f une forme p-linéaire alternée sur E. On a alors pour tout (v1,...,vp) € EP,
pour tout entier k € [1,p] et pour toute famille de scalaires (A1, .., Ag—1, Ag11, -, Ap) € KP7L :
f(vh ey Up—1, Vg + Z Aiviv Vk41y -y /Up) - f(/Ulv oy Uk—1,Vky V41,5 -+ Up)
ik
Remarque : C’est en fait une équivalence.

Proposition. Soit f une forme p-linéaire alternée sur E. Alors, pour tout (vq,...,vp) € EP, si
la famille (vy,...,v,) est liée, alors f(v1,...,vp) = 0.

Remarque : C’est en fait une équivalence.



I1. Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Théoréme. Si E est un K-espace vectoriel de dimension n, alors ’ensemble des formes n-
linéaires alternées sur E est un K espace vectoriel de dimension 1.

Dans toute la suite F est un K-espace vectoriel de dimension n
Définition. Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

On appelle déterminant dans la base B et on note detg, l'unique forme n-linéaire alternée sur £
qui @ (e1,...,e,) associe 1. Elle est définie par la formule suivante :

n n
detg : E" = K, (v1,...,vn) — Z (o) H Aeo(k) 00 Vi € [1,n], v; = Z)‘j’iei
o€Sn k=1 i=1

Exemple. Le déterminant dans la base canonique de deuz vecteurs (x,y) et (2',y'") de R? est
égal a xy — x'y.
Le déterminant dans la base ((0,1),(1,0)) de ces mémes vecteurs est x'y — zy'.
Proposition. Soit B = (e1,...,e,) et B’ deux bases de E alors
detp = detp(eq, ..., e,) detg
Le scalaire detp/(eq, ..., e,) est noté detg B
Proposition. Soit B une base de E alors
V(vi,.yvn) € E™, (v1,...,vp) est une base de E <= detp(vi,...,v,) # 0
Définition. Si K =R, on dit que deuz bases B et B' ont la méme orientation si detg B > 0
Proposition. La relation R définie sur l’ensemble des bases de E par BRB' si et seulement
si B = et B' ont la méme orientation est une relation d’équivalence possédant deur classes
d’équivalence.
Pour orienter E, on choisit une de ces classes d’équivalence. On dit alors que les éléments de
cette classe sont les bases directes de E et que les autres sont les bases indirectes de E.
I11. Déterminant d’un endomorphisme
Théoréme. Soit f € L(E). Il existe un unique scalaire noté det f tel que pour toute base B, on a
V(vi,...,vn) € B, detg (f(vi),..., f(vn)) = det f detp (vi, ..., vp)
Proposition. Pour toute base B = (e1,...,e,), on a det f = detg (f(e1), ..., f(en)).
Proposition. Soient (f,g) € L(E)? et A € K alors
det(go f) =detg xdetf et det(Af)= A"det f
Proposition. Soit f € L(E). L’application linéaire f est bijective si et seulement si det f # 0.

1
Dans ce cas, det (ffl) = detf.




IV. Déterminant d’une matrice

Définition. Pour tout A € M,(K), on appelle déterminant de A le scalaire

det A= (o) [ tomr
k=1

O’GSn

Proposition. Soit A € M, (K). Si l'on note C1,...,Cy, les colonnes de A et B, la base canonique
de M, 1(K), alors det A = detp (C1, .., Cy).

Proposition. Soit A € M, (K) et fa l’endomorphisme canoniquement associé a A.
On a alors det A = det f4.

Proposition. Soit (vy,...,v,) € E™ et B une base de E, on a detp(vi, ..., v,) = det (Matg(vy, ..., vp)).
Proposition. Soit f € L(E). Pour toute B de E, on a det f = det (Matgf).

Corollaire. Soit f € L(E) représenté par A € M, (K), c’est-a-dire qu’il existe une base B de E
tel que A = Matgf, alors det f = det A.

Proposition. Soient (a,b,c,d) € K*, on a det <Z Z) = ad — be.

Proposition. Regle de Sarrus : Si A € M3(K), alors

det A = a1 1a22a33 + 421032013 + G3,101, 2023 — 01,143 202,3 — 12,101,203 .3 — 3,102,201 3.
Proposition. Soient A € M, (K) et A\ € K alors det(AA) = X" det A
Proposition. Soient (A, B) € M,,(K) alors det(AB) = det Adet B = det(BA)
Corollaire. Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

Proposition. Soit A € M, (K).

1
La matrice A est inversible si et seulement si det A # 0. Dans ce cas, det A7 = ——.

det A

Proposition. Soit A € M,(K) alors det (*A) = det A-

Proposition. L’application M,(K) — K, A — det A est linéaire par rapport 4 chacune des
colonnes i.e. pour tout k € [1,n] et pour toute famille (C1, .., Cr—1,Cii1, .., Cn) € My 1 (K)" 71,
Uapplication

Mn,l(K) — K, C— det(Cl, ey Ck‘—la C, Ck+1a ey Cn)

est linéaire.

Corollaire. Opérations élémentaires
Soit A = (Cy,...,Cpn) € My(K), A € K et (4,7) € [1,n]? tel que i # j alors
— det(Cl, Ci1,Ci + /\Cj, Ci_1, Cn) = det(Ch,...,Ch)
— C; = Cj = det(Cl, ,Cn) =0
— det(Cl, ceey Ci—h /\Ci, Cz’+—17 Cn) = )\det(Cl, ceey Cn)
- det(Cl, ceey Ci—la Cj, Ci+1v veey Cj—la Ci, Cj+1, Cn) = — det(Cl, ceey Cn)
— pour tout 0 € Sy, det(Cy(yy, ---Cy(n)) = €(0) det(Ch, ..., Cp).
Comme det (tA) = det A, on a les mémes propriétés pour les opérations élémentaires sur les
lignes.



V. En pratique

Proposition. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments
diagonauz

Proposition. Soit A € M, (K) de la forme

0 Qa a2 - Ain
B 0
A= ou A=
0 B
ap1 " OGpn-1 « 0

alors det A = avdet B.

Proposition. Soit A € M, (K) de la forme

0
B : C
0
A= aig - Gij1 Gij Gijr1 o Gin
0
D : E
0

it B C
alors det = (—1)"*7a; j det ( D E >

Définition. Soit A € M, (K) et (i,7) € [1,n]>
On appelle mineur d’indice (i,j) de la matrice A et on note A, j(A) le déterminant de la matrice
carrée de taille n — 1 obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

Théoréme. Soit A € M, (K) alors
Vje[l,n], detA= Zn: aivj(—l)Hinvj(A)
i=1
On parle de développement par rapport a la j-éme colonne.
Vie [1,n], detA= iai7j(—1)i+in7j(A)
j=1

On parle de développement par rapport a la i-éme ligne.

Pour calculer le déterminant d’une matrice, on la simplifie grace & des opérations élémentaires
puis on utilise le développement par rapport a une ligne ou une colonne bien choisie.

Proposition. Soit M € M, (K) de la forme

A B
M= < Or,n—r C >

avec A € M,(K), B € M,,—,(K) et C € M,(K) alors det M = det Adet C.

Corollaire. Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des déter-
minants de ses éléments diagonauz



VI. Résultats sur les déterminants

Théoréme. Si A = (C4,...,Cp) € Gl (K) et si B € M, 1(K) alors le systéme AX = B est
appelé systéme de Cramer. Il admet une unique solution donnée par
det«jh.H,C%,er,C%+1V“,C%)

det A

Vk e [1,n], =zx=

Définition. Soit A € M, (K) et (i,7) € [1,n]>

On appelle mineur d’indice (i,j) de la matrice A et on note A; j(A) le déterminant de la matrice
carrée de taille n — 1 obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

On appelle cofacteur d’indice (i,j) de la matrice A le scalaire (—1)"TA,; ;(A).

Définition. Soit A € M,(K). On appelle comatrice de A la matrice des cofateurs de A i.e.

Com(A) = ((—1)"A;;(A )1<z]<’n

Proposition. Soit A € M,(K) alors A'ComA = *ComAA = det Al,.
Ainsi, si A € Gl,,(K) alors

1
A7l = tComA
detA ™
Remarque : En pratique, cette formule n’est utilisée que pour n = 2.
1 _
Corollaire. Soit A= ¢ b € Gly(K) alors A~! = d b .
c d ad —bc \ —c a
Théoréme. Déterminant de Vandermonde.
Soit (x1,...,x,) € K" alors
1 1 1
il I’j In
2 2 2
7 x5 T, | = H (z; — )
; 1<i<j<n
xlfl z?*l xz—l



