Intégration

I. Cas des fonctions en escalier

1. Subdivision

Définition. On appelle subdivision d’un segment [a,b] la donnée d’un nombre
fini de points de |a,b], xg,..zy tels que 9 = a < x1 < .. < Tp_1 < T, = b.
On la note (k) eo,n)-
On appelle pas de la subdivision (xk)ke[[o n]’ le réel strictement positif

6(c) = max (z —x

( ) ke[[O,n—l]]( h k)

Définition. On dit que la subdivision (mk)ke[[o,n]] est une subdivision réguliere
de [a,b] ou qu’elle est de pas constant si

Vk € [0,n], xk :a+§(b—a)

Définition. Etant données deuz subdivisions o = (Tk)keqon) €E0" = (x;e)ke[[o,n’}]

de [a,b]. On dit que la subdivision o’ est plus fine que la subdivision o si
{zk, k € [0,n]} C {z}, k € [0,n']}

Définition. Etant données deus subdivisions o = (Tk)kefo,n) €10 = (x;c)ke[[o ]
de [a,b]. On note o U o’ la subdivision de [a,b] constituée des points de o et
de o' rangés dans 'ordre croissant et sans répétitions.

En particulier, la subdivision o Udo’ est plus fine que les subdivisions o et o’.

2. Intégrale d’une fonction en escalier

Définition. On dit qu’une fonction f € F ([a,b],C) est en escalier s’il existe
une subdivision o = (xk)ke[[o,n}] telle que f soit constante sur chacun des
intervalles |zk, viy1[, k € [0,n — 1]. On dit alors que la subdivision o est
adaptée a f.

On note & ([a,b],K) l’ensemble des fonctions en escaliers sur |a,b] a valeurs
dans K.

Proposition. (€ ([a,b],K),+, x) est un sous-anneau de (F ([a,b],K) ,+, x)
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Proposition. (€ ([a,b],K),+,.) est un sous-espace vectoriel de (F ([a,b],K),+,.)

Définition. Soit f € F ([a,b],C) et 0 = (zk)yepo,n) une subdivision adaptée
a f. On note

n—1
1(5.0) = Y (o — an)f (255 )

2
k=0

Proposition. Soit f € £ ([a,b],C).
Si o et o’ sont des subdivisions adaptées a f alors I(f,o) = I(f,d’).

La valeur commune est appelée intégrale de f sur [a,b] et notée f;f ou

fab f(z)dx

3. Propriétés de l’intégrale des fonctions en escalier

Proposition. Relation de Chasles
Soit f € £([a,b],C) et c €]a,b] alors fi, € € ([a,c],C), fiey € E([c,0],C)

et
b c b
L=
a a C
Proposition. Linéarité

Soit (f,9) € € ([a,b],C)* alors pour tout couple de complezes (A, 1),

/abAfﬂLMg:/\/aberu/abg

b
[ &(ab,C)—C, fi—)/ f

i.e.

est une forme linéaire.

Proposition. Positivité

Soit f € € ([a,b],R) positive sur [a,b] sauf éventuellement en un nombre fini
de points alors son intégrale sur |a,b] est positive.

De plus, son intégrale est nulle si et seulement si f est nulle sauf éventuel-
lement en un nombre fini de points

Corolaire. Croissance
Soit (f,g) € €([a,b],C)? tel que f < g sur [a,b] sauf éventuellement en un

nombre fini de points alors
b b
/ f< / g
a a

avec éqalité si et seulement si f et g coincident sur [a,b] sauf éventuellement
en un nombre fini de points.



Corolaire. Soit f € £ ([a,b],R) alors |f| € € (Ja,b],R) et

/:f g/ab!f!

avec égalité si et seulement si f est de signe constant sur [a,b] sauf éventuel-
lement en un nombre fini de points.

Corolaire. Soit f € £ ([a,b],R) telle que m < f < M sur [a,b] sauf éven-
tuellement en un nombre fini de points alors

b
m(b—a)g/ f<M(b-a)

Proposition. Invariance par translation
Soit f € £(]a,b],C) et c € R alors fo : [a+c,b+c] - C, x+— f(z—c) est
en escalier sur [a + c,b+ c| et

b b+-c
/ f = fc
a a+c
I1. Cas des fonctions continues par morceaux

1. Fonctions continues par morceaux

Définition. On dit qu’une fonction f € F (|a,b],C) est continue par mor-
ceaus sur |a,b] s’il existe une subdivision o = (Tk)epo,, telle que pour tout
i € [1,m = 1], flzswipq S0it prolongeable par continuité sur [x;,x;41]. On dit
alors que la subdivision o est adaptée a f.

On note Cpm, ([a, b],K) l’ensemble des fonctions continues par morceaux sur
[a,b] a valeurs dans K.

Proposition. Une fonction f € F ([a,b],C) est continue par morceauz sur
le segment [a,b] s'il existe une subdivision 0 = (xy) e, telle que pour tout
i € [1,n = 1], fla,zi.[ S0it continue et admette une limite finie a droite en
x; et une limite finie & gauche en x;41.

Proposition. Toute fonction en escalier sur [a,b] est continue par morceauz
sur [a,b].

Proposition. (Cpy, ([a,b],K) ,+, X) est un sous-anneau de (F ([a, b],K) ,+, x)
Proposition. (Cpp, ([a,b],K),+,.) est un sous-espace vectoriel de (F ([a,b],K),+,.)
Théoréme. Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.

Rq : une fonction continue par morceaux sur un segment n’atteint pas
forcément ses bornes.



2. Approximation des fonctions continues par morceaux

Définition. On dit qu’une fonction f € F (D, C) est uniformément continue
sur [a,b] si

Proposition. Une fonction uniformément continue est continue

Proposition. Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Théoréme. Théoréme de Heine :
Une fonction continue sur un segment est uniformément continue.

Théoréme. Densité des fonctions en escalier sur [a,b].
Soit f € Cpm ([a,b],C) et € > 0 alors il existe ¢ € € ([a,b],C) telle que

sup |f(z) - ¢(z)| <e

z€[a,b]

3. Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Proposition. Soit f € Cpy, ([a,b],R). On définit les ensembles non vides

5_(f):{1/f€5([a7b]7R) : wéf} et €+(f):{¢€€([a7b]7R) : félb}

et on a [’égalité

sup{/abw, v e€<f>} :inf{/abw, weew)}-

Si f est en escalier sur [a,b], alors cette valeur commune est égale a fff

Cette valeur commune est donc appelée intégrale de f et encore notée f;f

Définition. Soit f € Cpp, ([a,b],C) alors Ref et Imf sont continues par
morceauz sur [a,b]. On définit l'intégrale de [ sur [a,b] par

/abf:/abReeri/abImf

Proposition. Relation de Chasles Soit f € Cpm, ([a,b],C) et ¢ €]a,b] alors
f|[a,c] € Cpm ([a’ C]’ C)} f\[c,b] € Cpm ([C, b], (C) et

/abfz/:er/cbf



Proposition. Linéarité
Soit (f,g) € Cpm ([a,b],C)? alors pour tout couple de complezes (A, 1),

/ab/\f+ﬂg=>\/abf+/z/abg

b
I: Cpm ([a,b],C) = C, f»—>/ f

i.e.

est une forme linéaire.

Proposition. Positivité
Soit f € Cpm (a, b],R) positive sur [a,b] sauf éventuellement en un nombre
fini de points alors son intégrale sur [a,b] est positive.

Proposition. Croissance
Soit (f,9) € Cpm (Ja,b],C)? tel que f < g sur [a,b] sauf éventuellement en

un nombre fini de points alors
b b
/ < / g
a a

Proposition. Soit (f,g) € Cpm ([a, b],C)? tel que f = g sauf en un nombre

fini de points alors
b b
=L
a a

Théoréme. Positivité Soit f € C([a,b],R) positive sur [a,b] alors son inté-
grale sur [a,b] est nulle si et seulement si f est nulle sur [a,b].

Proposition. Croissance
Soit (f,g) € C ([a,b],C)? tel que f < g sur |a,b] alors

b b
/ < / g
a a
avec égalité si et seulement si f = g sur [a,b].

Proposition. Soit f € Cpy, ([a,b],R) positive sur [a,b] alors son intégrale
sur [a,b] est nulle si et seulement si f est nulle sur [a,b] sauf éventuellement
en un nombre fini de points.

Corolaire. Soit (f,g) € Cpm ([a,],C)* tel que f < g sur [a,b] alors leurs
intégrales sur [a,b] sont égales si et seulement si f = g sur |a,b] sauf éven-
tuellement en un nombre fini de points.



Corolaire. Soit f € Cpy, ([a,b],R) alors |f| € Cp, ([a,b],R) et

/abf s/abm

avec égalité si et seulement si [ est de signe constant sur [a,b] sauf éventuel-
lement en un nombre fini de points.

Corolaire. Soit f € C ([a,b],R) alors |f| € C ([a,b],R) et

/abf g/ab\f\

avec égalité si et seulement si f est de signe constant sur |a,b].

Corolaire. Soit f € £ ([a,b],R) telle que m < f < M sur [a,b] sauf éven-
tuellement en un nombre fini de points alors

b
m(b—a)g/ f<M(b—a)

Définition. Soit f € Cpp, ([a, )], C).

1
On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le compleze 5 f;f
—a
Proposition. Soit f € C([a,b],C) alors il existe c €]a,b] tel que
I

Proposition. Invariance par translation
Soit f € Cpm ([a,0],C) et c € R alors f. : [a+c,b+¢] - C, x — f(z—c)
est continue par morceauz sur [a + ¢,b+ c] et

=L

ITI. Sommes de Riemann

1. Définition et limite

Théoréme. Soit f € F ([a,b],C).

Soit 0 = (Tk)efo,n) une subdivision de [a,b] et o’ = (yk)eqo,n—1) une famille
de réels telle que pour tout k € [0,n — 1], yx € [z, k11|, on appelle somme
de Riemann associé le complexe

n—1

S(f,0,0") = (wrs1 — z1) f(yn)

k=0



Si f est continue sur [a,b] alors la valeur de la somme de Riemann tend vers
Uintégrale de f sur [a,b] quand le pas de la subdivision o tend vers zéro i.e.

V€>0,3n>0:5(0)<n:>'(faa f‘<€

Proposition. Soit f € C([a,b],C) alors
— Méthodes des rectangles a gauche

i Zf(

— Méthodes des rectangles o droite

i (oretz) [

lim
n—-+o0o

k=

— Méthodes du point milieu

' b n—1
Jim na};;f(“*( )=

— Méthodes des trapézes

Cb—a A flatEEY) + f (ot (k+ 1)k
Jm == /af

k=0

2. Vitesse de convergence

Proposition. Soit f € C* ([a,b],C), n € N* et (Tk) kefon] = (a+ k:bfTa)kE[[O .
alors .
b b—a
[ -0 s < ” wup |f/@)
a n =0 z€la,b]

b b—a
/ f-— D flar)| <
a k=0

N 2n z€[a,b)

On dit que les méthodes des rectangles o droite ou & gauche est d’ordre un
car erreur est un O (%)

Proposition. Soit f € C* ([a,b],C), n € N* et (24 )yepo, = (@ + k=)
alors

ke[o,n]

/b I b;a kz f () +2f<xk+1> -
@ =0

On dit que la méthode des trapézes est d’ordre deuzx car l'erreur est un O (#)




IV. Intégration et dérivation

Définition. Soit f € C(I,C). On appelle primitive de f toute fonction F
dérivable sur I et dont la dérivée est égale a f.

Proposition. Si f € C(I,C) admet deux primitives alors elles sont égales
G une constante additive pres.

Théoréme. Soit f € C(I,C) et a € I alors la fonction

F:I—><C,x»—>/f

est dérivable sur I et de dérivée f.

Proposition. Soit f € C(I,C) et a € I alors l’ensemble des primitives de
f est

{I—>(C,a:»—>C’+/ f, C eC}

Corolaire. Soit f € C(I,C) eta € I alors — C, z — f; f est la primitive
de f s’annulant en a.

Proposition. Soit f € C(I,C), F une primitive de f et (a,b) € I? alors

b
[ 1=re)-F@

La quantité F(b) — F(a) est notée [F]Z

Proposition. Soit f € C' (I,C) et a € I alors
T
Vol f@) = fa+ [ f
a
Proposition. Intégration par parties Soit (u,v) € C' ([a,b],C)* alors
b b
/ u'v = [uv]® —/ uv’
a a
Proposition. Soit f € C' (I,C), (u,v) € C* (J,1)* alors la fonction

v(z)
o:J—-C, x r—>/ f
u(z)
est dérivable sur I de dérivée

¢+ J=Cam v (2)f (v(@) —u'(2)f (u(z))



Théoréme. Soit f € C(I,R), ¢ € C'(J,I) et (a,b) € J? alors
(b) b
| @ = [ pot)s e
¢(a) a
Proposition. Soit f € C(I,R), (a,b) € I? et ¢ € C* (J,I) bijective alors
b ¢~ (a)
Wany el [ f@d= [ o)
a ¢~1(a)

Rq : En pratique pour montrer que ¢ est bijective, il suffit de montrer que
¢’ ne s’annule pas sur J sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Corolaire. Translation
Soit f € Cpm ([a,b],C) et c € R alors

e[ e

Corolaire. Transformation affine

Soit f € C([a,b],C) et (o, B) € R* x R alors

b ab+-p8 _
[r=] 1057w
a aa+f «Q
Corolaire. Parité

Soit f € C([-b,b],C) paire alors

b b
[ =21
—b 0
Corolaire. Imparité

Soit f € C([-b,b],C) impaire alors

b
fr-
—b
Corolaire. Périodicité
Soit f € Cpm (R, C) T-périodique alors

Gack. /anrTf:/OTf




