Probabilités

I. Expérience aléatoire et univers

L’objectif est de décrire une expérience aléatoire i.e. un phénoméne dont le résultat n’est pas sir.
Exemple. lancer de dés, pile ou face...

Meéme si le résultat de 'expérience n’est pas certain, on connait les résultats possibles. L’ensemble
de ces résultats est appelé ensemble des possibles ou univers et noté €.

Exemple. Q@ = {1,---,6}, Q={P, F}.

On peut s’intéresser non pas uniquement au résultat mais a certaines de ces propriétés.
Exemple. Résultat pasr.

Définition. On appelle événement toute partie Q i.e. tout élément de P(Q).

Définition. L’événement () est appelé I’événement impossible.

L’événement Q est appelé l’'évenement certain.

Définition. Soit (A4, B) € P(Q)2.

L’événement A est appelé événement contraire de A.

L’événement AU B est appelé événement A ou B ou réunion des événements A el B.
L’événement AN B est appelé événement A et B ou conjonction des événements A et B.

Si AN B =0, les évenements A et B sont dits incompatibles.

L’inclusion A C B se lit "A implique B".

Définition. On dit que des événement (A;)1<i<n forment un systéme complet d’événements si

n

JAi=Q et V@ ) elln]?i#j= AnA;=0.

n
c’est-a-dire s’il s’agit d’une partition de . On note ) = |_| A;.
i=1

Proposition. Soit (A;)1<i<n un systéme complet d’événements, pour toute partie A de 2, on a

A:|i|(AZﬂA)

=1

I1. Espaces probabilisés finis
On se limitera a un univers Q) fini.

Définition. Une probabilité sur Q est une application P de P() dans [0, 1] vérifiant :
- P(Q)=1
~Y(A,B)eP(Q)?, ANB=0= P(AUB) = P(A)+ P(B).



Définition. Si P est une probabilité sur , alors le couple (2, P) est appelé espace probabilisé
fini.

Proposition. Soit P une probabilité sur Q. On a

- VA eP(Q), P(A) =1- P(A).

- P(0)=0

- V(A,B) € P(Q)?, Ac B= P(A) < P(B)

fV(A,B)GP(Q), P(AuB)=P(A)+ P(B) — (ADB)

- V(Ai)i<i<n € P(Q2)™ incompatibles, P <|_| A, ) Z P(A

=1

Proposition. Soit (A;)1<i<n un systéme complet d’événements, pour toute partie A de 2, on a

= Zn:P(AZ ﬂA)
=1

Proposition. Caractérisation d’une probabilité par limage des singletons.
Une probabilité¢ P sur ) est entiérement déterminé par les réels (P ({w})),cq- En effet

VA € P(Q) =) P({w})

weA

Réciproquement, si les réels positifs (pu,),cq vérifient Z Pw = 1, alors
we

P:P(Q) = [0,1], A ) po
w€EA

est une probabilité sur Q.

1
Exemple. Si on choisit ( w = #Q) , on définit la probabilité uniforme.

A
On dit qu’il y a équiprobabilité. Dans ce cas, VA € P(Q2), P(A) = ig
ITI. Probabilités conditionnelles
Dans la suite (€2, P) est un espace probabilisé fini.
Définition. Soit (A4, B) € P(Q)? tel que P(B) # 0.
P(ANB)

On appelle probabilité de A sachant B le réel P(A|B) = P(B)

Proposition. Soit B € P(Q) tel que P(B) # 0. L’application Pg : P(2) — [0,1], A~ P(A|B)
est une probabilité sur € appelée probabilité conditionnelle sachant B.

Proposition. Formule des probabilités composées :

n—1
Soit (Ai)i<i<n € P(QQ)™ tel que P <ﬂ Ai) #0, on a

i=1

(ﬂA) )P(As|A1)P(A3] A1 N Ag) - ( nyﬂA> ;ﬁf(ﬁAi)

Proposition. Formule des probabilités totales :
Soit (Ai)1<i<n un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.
Pour tout événement A, on a

ZP P (A|4)).



Proposition. Formules de Bayes :

Soit (A, B) € P(Q)? tel que P(A)P(B) # 0, alors P(A|B) = ]P;Eg;P(BM),

Corollaire. Soit (A;)i<i<n un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, pour
tout événement B tel que P(B) # 0, on a

P(B|4i)P(A:)

Z P(4;)P (B|4;)
i=1

P(Ai|B) =

IV. Indépendance

Définition. Deuz événements A et B sont dits indépendants si
P(ANB)=P(A)(B).

Proposition. Soit (4, B) € P(Q)? tel que P(B) # 0, alors les événements A et B sont indé-
pendants si, et seulement si, P(A|B) = P(A).

Proposition. Soit (A, B) € P(Q)? si les ¢vénements A et B sont indépendants, alors :
— les événements A et B sont indépendants ;
— les événements A et B sont indépendants ;
— les événements A et B sont indépendants.

Définition. Les événements (A;)1<i<n € P(Q)" sont dits indépendants deuz & deus si
V(i,j) € [1,n]?, i#j= P(AiNA;)=P(4)(4)

Proposition. Toute sous-famille d’une famille d’événements indépendants deux ¢ deux est une
famille d’événements indépendants deur & deuz.

Définition. Les événements (Ai)i<i<n € P(Q)" sont dits mutuellement indépendants deux
deuz si pour toute sous-famille (A;,)1<k<p,

P ((p] Aik> = ﬁ P(A;,)
k=1 k=1

Proposition. L’indépendance mutuelle implique lindépendance deuxr & deux mais il n’y a pas
de réciproque.

Proposition. Toute sous-famille d’une famille d’événements mutuellement indépendants est une
famille d’événements mutuellement indépendants.

Exemple. Sion lance deux dés les événements A="le premier résultat est pair", B="le deuziéeme
résultat est pair” et C="la somme des résultats est paire” sont indépendants deux & deur mais
pas mutuellement.



